
UKŁADY RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH LINIOWYCH
PIERWSZEGO RZĘDU.

METODA WARTOŚĆ WŁASNA – WEKTOR WŁASNY

Ogólna postać układu równań różniczkowych liniowych pierwszego rzędu ma

formę:

dx1

dt
= a11(t) x1 + a12(t) x2 + . . . + a1n(t) xn + f1(t)

dx2

dt
= a21(t) x1 + a22(t) x2 + . . . + a2n(t) xn + f2(t)

...
...

. . .
dxn

dt
= an1(t) x1 + an2(t) x2 + . . . + ann(t) xn + fn(t)

(1)

gdzie {x1(t), x2(t), . . . , xn(t)} są szukanymi rozwiązaniami.

W dalszych rozważaniach skupimy się na układzie równań różniczkowych jed-

norodnych o stałych współczynnikach czyli współczynniki {a11(t), a12(t), . . . , ann(t)}

są liczbami rzeczywistymi, zaś funkcje f1(t) = f2(t) =, . . . , = fn(t) = 0.

Wówczas układ (1) można zapisać w postaci:

dx1

dt
= a11 x1 + a12 x2 + . . . + a1n xn

dx2

dt
= a21 x1 + a22 x2 + . . . + a2n xn

...
...

. . .
dxn

dt
= an1 x1 + an2 x2 + . . . + ann xn

(2)

lub w postaci macierzowej:
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→ X
′ = AX (3)

Rozwiązania powyższego układu szukamy w postaci:

X =
∑

i

Ki e
λi t

gdzie λi - są wartościami własnymi macierzy A, zaś Ki wektorami własnymi

do danej wartości własnej λi.

Wartości własne λi znajdujemy obliczając wyznacznik:

det (A − λ I) = 0

zaś wektory własne wyznaczamy rozwiązując układ równań dla każdej war-

tości własnej λi:

(A − λi I)Ki = 0
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Na ćwiczeniach będziemy rozpatrywać dwa możliwe przypadki:

1) λ1 6= λ2 6= . . . 6= λn (wszystkie wartości własne są różne). Wówczas

rozwiązanie jest w postaci sumy:

X =
∑

i

ci Ki e
λi t

2) wartości własne są zespolone w postaci λ1/2 = α ± β i. Wówczas rozwią-

zanie ma postać:

X =
∑

i

ci Xi

X1 = [B1 cos (β t) − B2 sin (β t)]eα t

X2 = [B2 cos (β t) + B1 sin (β t)]eα t

gdzie B1 = <e(K1), B2 = =m(K1).

Zad. 1. Zapisz w formie macierzowej następujące układy równań różniczko-

wych:

a)

dx

dt
= 3 x + 4 y

dy

dt
= 5 x − 7 y

b)

dx1

dt
= 4 x1

dx2

dt
= 2 x2 + 5 x1

c)

dx

dt
= 8.5 x − 0.1 y

dy

dt
= 7.5 x

d)

dx1

dt
= −0.5 x2

dx2

dt
= 5.8 x2 − 2 x1

e)

dx1

dt
= 1.2 x1 + 0.3 x2

dx2

dt
= 3.4 x2

f)

dx

dt
= 10 x + 3.8 y

dy

dt
= −3 y + 7.5 x

Zad. 2. Sprawdź czy podane rozwiązania spełniają zadane układy równań

różniczkowych:

a) X1 =

(

1

−1

)

e−2 t, X
′ =

(

1 3

5 3

)

X

b) X1 =

(

1

2

)

e−5 t, X
′ =

(

3 −4

4 −7

)

X

c) X1 =

(

3

5

)

e6 t, X
′ =

(

1 3

5 3

)

X

d) X1 =

(

−1

2

)

e−3 t/2, X
′ =

(

−1 1

4

1 −1

)

X

e) X1 =

(

1

3

)

et, X
′ =

(

2 1

−1 0

)

X
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Zad. 3. Rozwiąż poniższe układy równań:

a)

dx

dt
= x + 2 y

dy

dt
= 4 x + 3 y

b)

dx

dt
= 2 x + 2 y

dy

dt
= x + 3 y

c)

dx

dt
= −4 x + 2 y

dy

dt
= −5

2
x + 2 y

d)

dx

dt
= −5

2
x + 2 y

dy

dt
= 3

4
x − 2 y

e)

dx

dt
= 10 x − 5 y

dy

dt
= 8 x − 12 y

f)

dx

dt
= −6 x + 2 y

dy

dt
= −3 x + y

Zad. 4. Rozwiąż poniższe układy równań, wyznacz stałe c1, c2 z warunku

początkowego:

a)

dx

dt
= 1

2
x

dy

dt
= x − 1

2
y

X(0) =

(

3

5

)

b)

dx

dt
= 2 x + 3 y

dy

dt
= 2 x + y

X(0) =

(

1

0

)

c)

dx

dt
= x + 3 y

dy

dt
= 5 x + 3 y

X(0) =

(

1

1

)

Zad. 5. Rozwiąż poniższe układy równań:

a)

dx

dt
= 6 x − y

dy

dt
= 5 x + 2 y

b)

dx

dt
= x + y

dy

dt
= −2 x − y

c)

dx

dt
= 5 x + y

dy

dt
= −2 x + 3 y

d)

dx

dt
= 4 x + 5 y

dy

dt
= −2 x + 6 y

e)

dx

dt
= 4 x − 5 y

dy

dt
= 5 x − 4 y

f)

dx

dt
= x − 8 y

dy

dt
= x − 3 y

Zad. 6. Rozwiąż poniższe układy równań, wyznacz stałe c1, c2 z warunku

początkowego:

a)

dx

dt
= 2 x + 8 y

dy

dt
= −x − 2 y

X(0) =

(

2

−1

)

b)

dx

dt
= 6 x − y

dy

dt
= 5 x + 4 y

X(0) =

(

−2

8

)
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