ROWNANIA ROZNICZKOWE LINIOWE RZEDU DRUGIEGO.
WRONSKIAN. METODA UZMIENIANIA
WSPOLCZYNNIKOW

Najbardziej ogblng forma liniowego réwnania rézniczkowego rzedu drugiego
jest réwnanie:
a(t)y” +0(t)y" + c(t)y = g(t) (1)

WRONSKIAN. LINIOWA NIEZALEZNOSC ROZWIAZAN.
Jezeli w rownaniu (1) polozymy ¢(t) = 0 to otrzymamy réwnanie jednorodne
w postaci:

at)y" +b(t)y +c(t)y=0

Rozwiazanie powyzszego jednorodnego réwnania rézniczkowego tworzy para
funkeji {y1, y2} (Yo = 1 y1 + c2 y2) nazywana rozwigzaniami fundamentalny-
mi. Liniowa niezaleznosé rozwiazan {yi, y»} udowadniana jest poprzez ob-
liczanie wyznacznika Wronskiego (Wroniskianu) W (yy, y2) okreslonego wzo-
rem:

Y1 Y2
W (y1, y2) = det < Y ) = Y1y — Yo Uy
1 Yo

Para rozwiazan {y;, yo} stanowi zbiér rozwiagzan fundamentalnych wtedy i
tylko wtedy gdy W (y1, y2)(to) # 0 dla pewnego tq nalezacego do dziedziny
funkcji y1 1 ys.

Dla jednorodnego réwnania rézniczkowego w postaci:

V' +pt)y +at)y=0  pt)=—=%, qlt) = —=

oraz przy znajomosci jednego z rozwigzan fundamentalnych y;, wyznacznik
Wronskiego jest wykorzystywany do obliczania drugiego, nieznanego rozwia-
zania y,. Z jednej strony bowiem W (yi, y2) = y1y5 — Y21, z drugiej zas
wartos¢ Wronskianu okresla wzor Abela (C' - stala catkowania):

W = (e | r0d

a zatem otrzymujemy réwnanie rézniczkowe pierwszego rzadu na szukang
funkcje yo:

Y1y — Y2y = C e~ p(t)dt

powyzsze rOwnanie rozwigzujemy metoda czynnika catkujacego i otrzymuje-
my formute na drugie rozwiazanie:

C e/ p@®)adt
Y2 = Y1 / ————dt (2)
Y1
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Zad. 1. Wykorzystujac wlasnosé wyznacznika Wroniskiego oraz wzor Abela
wyznaczy¢ rozwigzanie ogolne y, = ¢1 y; + ¢ yo dla ponizszych rownan réz-
niczkowych a nastepnie sprawdzi¢ liniowa niezaleznosé¢ rozwiazan {y,, y}:

a)y' —y —12y=0, y =e > 4" =4 +y=0, yp=e**
b) y" —2y +5y =0, y, =e” cos(2x) g) 2%y’ —6xy +12y =0, y, =2°
o)y — 4y +4y =0, y =e* h) y"—|—16y:0, y1 = cos(4x)

d) zy" +y =0, y; =In(z) i) 2%y —Twy +16y =0, y =a*
e) (1—-a?)y"+22y =0, y1 =1 Ny =2y +y=0, yy=we™”

METODA UZMIENNIANIA WSPOLCZYNNIKOW.

Metode uzmienniania wspotczynnikoéw stosuje sie do réwnania:

a(t)y” +b(t)y' + c(t)y = g(t) (3)

jezeli znane sa oba rozwiazania fundamentalne {y;, y»}. Nalezy wiec albo
znalez¢ rozwiazania {y, yo} dla rownania jednorodnego lub mieé jej podane
w tredci zadania. Rozwiazanie powyzszego rownania ma postac:

y(t) = cryi(t) + caya(t) + ys(t)

gdzie ys(t) jest rozwiazaniem szczegélnym. Funkcje ys przewidujemy w po-
staci:

Ys = ur(t) y1(t) + ua(t) y2(t)

czyli uzmienniamy wspotezynniki ¢; i ¢p. Funkcje uq(t) i ug(t) otrzymujemy
w wyniku rozwigzania ukltadu réwnan rézniczkowych:

(5 ) ()= )

Y2 9(t) Y2 9(t)
u, = -2 - u=—| = _dt
! W(yla 92) ! f W(yh 92)
Y1 9(t) Y1 9(t)
u, = —2 2 _ — U= | =L dt
2 W(yh 92) 2 f W(yh 92)

Wowczas rozwigzaniem réwnania (3) jest funkcja

y(t) = cryi(t) + caya(t) + ui(t) ya(t) + ua(t) ya(t)

Zad. 2. Rozwigzaé¢ ponizsze rownania rozniczkowe metoda uzmienniania wspot-
czynnikow:

a) y' —4y +4y = (x+1)e*,  d)y' +9y=

4 sin(3z)’
1
b 1" — //_4 — 3x
)y +y con(@)’ e)y' —dy=uxe",
C) 2y//+y/_y:x+17 f)y//+2y/_8y:2€—2m_e—m
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Zad. 3. Rozwiaza¢ ponizsze rownania rézniczkowe metoda uzmienniania wspot-
czynnikéw 1 wyznaczy¢ state ¢; i ¢ dla podanych warunkéw poczatkowych:
a)y" +y — 2y =2, y(0) =0,y'(0) =1
b)y — 4y = 2%+ 3e”, y(0) =0, y'(0) =2
)y =2 +y=ze"+4, y(0)=1,4(0) =

1
d) y" =2y =3y =3xe*, y(0)=1,4'(0)=0

Zad. 4. Drgania wymuszone struny sa opisane rownaniem roézniczkowym:

d2

ﬁ + w xr = F()( )
gdzie Fy(t) - sita wymuszajaca; w - czestotliwosé drgan. Stosujac metode
uzmienniania wspoétczynnikéw znajdz rozwiazanie powyzszego réwnania w
przypadku (przyjaé¢ w = 2):
a) Fo(t) =212, xz(0) =1, 2/(0) =0,
b) Fy(t) = 5sin(2x), x(0) =0, 2/(0) = 1.

Zad. 5. Ciezarek o masie m = 0.02 kg zawieszono na sprezynie, ktorej stala
sprezystosci k = 0.02 kg/s*. Nastepnie dodatkowo rozciagnieto sprezyne na
dtugosé z(0) = 1em, u(0) = 0 i zwolniono wprowadzajac ciezarek w ruch.
Stosujac metode uzmienniania wspotczynnikéw obliczy¢ potozenie ciezarka w
dowolnej chwili czasu, jezeli jego ruch odbywa sie zgodnie z drugim prawem
Newtona: 2o "
mW—F’Y%-FkQJ—F(t)

gdzie 7y - stata ttumienia drgan wynosi 0.04 kg /s, a F(t) jest sita wymuszajaca
w postaci: a) F(t) = 0.04t, b) F(t) = 5e*.
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