ROWNANIA ROZNICZKOWE LINIOWE RZEDU DRUGIEGO
O STALYCH WSPOLCZYNNIKACH.
METODA NIEOZNACZONYCH WSPOLCZYNNIKOW

Najbardziej ogolng formg liniowego réwnania rézniczkowego rzedu drugiego
jest rownanie:
a(t)y” +b(t)y' + c(t)y = g(t) (1)

JEDNORODNE ROWNANIA ROZNICZKOWE LINIOWE RZEDU DRU-
GIEGO O STALYCH WSPOLCZYNNIKACH.

Jezeli w rownaniu (1) wspolezynniki a, b, ¢ beda dowolnymi liczbami rzeczy-
wistymi, a g(¢t) = 0 to otrzymamy réwnanie w postaci:

ay’ +by' +cy=0 (2)

Dla powyzszego rownanie szukamy rozwiazan w postaci y(t) = e”*. Oblicza-

jac kolejne pochodne ¢/ = re™t, y" = r?e™ i podstawiajac przewidywane
rozwiazanie do (2) otrzymujemy:

ar’e +bre"t +ce’t =0 (3)

Dzielagc obustronnie przez e”! otrzymujemy réwnanie charakterystyczne:
ar* +br+c=0,

ktore rozwigzujemy ze wzgledu na r obliczajac A = b? —4ac:
1) A > 0, wowczas mamy dwa pierwiastki {ry,ro} i zbiér rozwiazan funda-
mentalnych w postaci:

{ent et — y(t) = Cre™t + Cye™?

2) A = 0, wowcezas mamy jeden podwojny pierwiastek {r;} i zbior rozwiazan
fundamentalnych w postaci:

{ent te'y — yt)=Cret + Cote™?

3) A <0, wowczas mamy dwa pierwiastki zespolone 1/, = A & iv i zbior
rozwigzan fundamentalnych w postaci:

{eM sin(vt), e cos(vt)} — y(t) = Cretsin(vt) + Cyer cos(vit)

Zad. 1. Wyznacz rozwiazania ponizszych rownan rézniczkowych drugiego rze-
du:

a)y' =6y +8y=0, [y —4y' +3y=0, y(0)=7,y'(0)=16

D)y +3y +2y=0, g) 2y +4y —6y=0, y(0)=4,(0)=0

¢) y +3y =0, h) 5y + 50y + 250y =0, y(0) =0, /(0) = =5
d)y'+2/ +2y=0, i)y +4/ +5y=0, y(0)=3, y(0)=-2

e) ' + 4y =0, )y +ky =0, y0)=a,y'(0)=0b
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METODA NIEOZNACZONYCH WSPOLCZYNNIKOW
NIEJEDNORODNE ROWNANIA ROZNICZKOWE LINIOWE RZEDU DRU-
GIEGO O STALYCH WSPOLCZYNNIKACH.

Jezeli w rownaniu (1) wspolezynniki a, b, ¢ beda dowolnymi liczbami rzeczy-
wistymi, a g(t) # 0 to otrzymamy réwnanie w postaci:

ay” +by' +cy = g(t) (4)
Rozwiazanie powyzszego réwnania jest w postaci:

y(t) = Crya(t) + Coya(t) + ys(t),

gdzie {y1(t),y2(t)} obliczamy w sposob opisany dla jednorodnego réwnania
liniowego (2), a ys(t) jest rozwiazaniem szczegolnym dla g(t) # 0.
W metodzie nieoznaczonych wspotczynnikow zaktadamy (zgadujemy) postacé
rozwiazania ys(t) w zaleznosci od postaci funkcji g(¢):
1) g(t) jest wielomianem, wowczas y;(t) przewidujemy rowniez w postaci
wielomianu zazwyczaj tego samego rzedu co funkcja g(t),
2) g(t) jest funkcja eksponencjalng g(t) = C1e*?, wowczas y,(t) przewi-
dujemy w postaci:

- ys(t) = Che! jezeli a # 11 # 1o,

—ys(t) = Crte*t jezeli « =1y lub a = 1y,

—ys(t) = Cy 2 et jezeli o = ry = 1y (dla przypadku A = 0,)
3) g(t) jest funkcja trygonometryczna np. g(t) = sin(at), wowczas y(t)
przewidujemy w postaci:

—ys(t) = Cysin(at) + Cycos(at) jezeli a # v,

—ys(t) = Cy tsin(at) + Cytcos(at) jezeli o = v,

Zad. 2. Rozwiaza¢ nastepujace réwnania réozniczkowe drugiego rzadu, tam
gdzie podano warunki poczatkowe wyznaczy¢ state Cy, Cy:

a)y' —dy =122 +6x -4, [y —y=2"—w+1 y(1)=1y(2) =3
y//

b) y' — 3y + 2y = 3¢, 9)y" +y=4det, y(0)=0,4(0) =1

c) y" —y = 2sin(x) — 4 cos(x), h) y" +y=e" +cos(x), y(0)=0,y(0)=0
d) y" + 2y = 6sin(2z), i)y + 4y +4y =37, y(0)=0,4(0)=0
e) ' —y = e, 7) y" + 4y =sin(2x), y(0) =a, y'(0) =0

Zad. 3. Rozwiazaé nastepujace rownania roézniczkowe:

a)y" —y =z + cos(2), c)y" =3y + 2y = 227 + 5¢*
b) y" +y =sin(x) + Icos(dx) + e, d) y" =3y — 4y = —Te" cos(3x)

Zad. 4. Ciezarek o masie m = 100 g rozcigga sprezyne na dtugosé L = 0.05m.

Nastepnie wprowadzono ciezarek w ruch nadajac mu w chwili ¢ = 0 predkosé

u(0) = 0.1m/s (z(0) = 0). Obliczy¢ polozenie cigzarka w dowolnej chwili
czasu, jezeli jego ruch odbywa sie zgodnie z drugim prawem Newtona:

d*x

e

= —kux,
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gdzie stala sprezystosci sprezyny k = m g/L. Obliczy¢ okres i czestotliwosé
drgan ciezarka.

Zad. 5. Ciezarek o masie m = 20¢g zawieszono na sprezynie, ktorej stata
sprezystosci k = 0.04 kg/s*. Nastepnie dodatkowo rozciagnieto sprezyne na
dtugosé x(0) = 2em, u(0) = 0 i zwolniono wprowadzajac ciezarek w ruch.
Obliczy¢ potozenie ciezarka w dowolnej chwili czasu, jezeli jego ruch odbywa
sie zgodnie z drugim prawem Newtona:

N
pTE T

gdzie v - stala ttumienia drgan wynosi 0.05 kg/s. Narysowa¢ funkcje z(¢) dla
przedziatu czasu t € [0, 100 s].

Zad. 6. Drgania wymuszone struny o dlugosci L i masie m opisane sa réw-
naniem rézniczkowym:

d*z 9
m— +w*max = Fysin(wt

gdzie F{ - amplituda sily wymuszajacej; w - czestotliwos¢ drgan. Podaj roz-
wiazanie powyzszego rownania, oblicz stale Cy, Csy jezeli z(0) = 0, 2/(0) = 0.

Zad. 7. Drugie prawo Kirchhoffa (pra-

O

wo obwodow) moéwi, ze w dowolnym R

uktadzie zamknictym algebraiczna %

suma spadkéw napiecia na elementach

uktadu jest réwna algebraicznej sumie
sit elektromotorycznych E(t) (ogniw, I(®)
akumulatoréw, baterii) znajdujacych
sie w obwodzie. Rozwazmy zamkniety

obwod elektryczny przedstawiony na O
rysunku obok. E(?)
Prawo Kirchhoffa zastosowane do tego obwodu daje réwnanie rézniczkowe
na natezenie pradu I plynacego w obwodzie:

dl Q

L—+RI+—==EFE(t

a TRt E=E0
gdzie L - indukcyjnos¢ cewki; R - rezystancja opornika; C' - pojemnos¢ elek-
tryczna kondensatora. Wykorzystujac zaleznosé I = dQ/dt powyzsze rowna-
nie przeksztatcamy do postaci:

dQ  Q

O RdQ 9 py

L
dt? a C

Znalez¢ ilosé przeplywajacego tadunku w obwodzie Q(t) oraz natezenie pra-
du I(t) jezeli: L =02H, R =300, C = 10"°F, E(t) = 2V. Zalozy¢, ze
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poczatkowo nie byto w obwodzie pradu 1(0) = 0 A, a poczatkowy tadunek
na oktadkach kondensatora wynosit Q(0) = 1076C.

Zad. 8. Lancuch o dlugosci L przewieszony jest przez niewazki bloczek jak
na rysunku a). W pewnym momencie zmieniono polozenie taricucha tak, ze
zaczal on sie zsuwaé z bloczka - rysunek b). Oblicz jak zmienia sie polozenie
kornica zsuwajacego sie lancucha z(t) (punkt A). Ruch laiicucha wzgledem
poziomu réwnowagi odbywa sie zgodnie z drugim prawem Newtona:

d*x

¢T
e

?

gdzie m - masa tancucha m = L p; F - wypadkowa sita F' = pg{(L/2+ ) —
(L/2 — )} = 2x pg. Zatem konicowe réwnanie ma postac:

d?x(t
Lo z(t)

=2z(t)py.

dt?

a) znajdz ogolne rozwiazanie powyzszego rownania;

b) dla L = 5.0 m znajdz potozenie korica taricucha (punkt A) po czasiet =5 s
dla warunku poczatkowego (x(0) = 0.1m);

c) dla L = 10.0m znajdz czas, po ktorym taricuch zsunie sie catkowicie z
bloczka x(t) = L/2 - dla warunku poczatkowego x(0) = 0.5m.

Réwnania rézniczkowe zwyczajne. Lista zadan nr 4 4



