METODY NUMERYCZNE, wyktad, prof. Henryk Kudela

Aproksymacja funkcji metodg najmniejszych kwadratow

Teoria

Interpolacja polega na znajdowaniu krzywej przechodzacej przez wszystkie wezly. Zdarzaja
sie jednak sytuacje, w ktorych dane te moga byé¢ obarczone btedem, np. gdy sa one od-
czytywane z pomiaréw. W takim wypadku bardziej interesujace jest zachowanie ogélnego
charakteru krzywej, ktéra te punkty przybliza niz przeprowadzanie jej przez wszystkie we-
zty. Do tego zadania wykorzystywana jest aproksymacja metoda najmniejszych kwadratow.
W aproksymacji metoda najmniejszych kwadratow mamy z gory zadanag baze funkcji za
pomoca ktérych chcemy przyblizyé funkcje poszukiwana postaci:

Fz)=ci1fi(x)+cafo(x)+ ...+ cnfn(x) (1)
dla zadanego zbioru punktéw (z;,y;), j = 1,...,m. Jak wynika z tego wzoru, poszukiwana
funkcja F(x) jest liniowg kombinacja funkcji bazowych f;(z), ¢ = 1,...,n. Funkcje bazowe

moga by¢ dowolne, dopoki sa liniowo niezalezne.

Niewiadomymi w tak postawionym zadaniu sa wspoétczynniki c;.

Poniewaz, w ogélnym przypadku, tak zadana funkcja poszukiwana nie bedzie pokrywata
sie ze wszystkimi wezlami. W zaleznosci od doboru wspétczynnikéw c; moze lepiej przybli-
za¢ pewne wezly a gorzej inne. Nalezy zatem dobra¢ odpowiednie kryterium poréwnawcze.
Mozemy obliczy¢ pionowa odlegtosé funkeji od kazdego z weztow:

rj =y; — F(z;) (2)

Ale poniewaz tak zapisane r; moze by¢ zaréwno dodatnie jak i ujemne, to proste zsumowanie
tych wartosci nie nadaje sie do poréwnywania réznych krzywych. Lepszym wyborem jest
uzycie 3, wtedy:

b= 6

j=1
jest warto$cia, ktoérej minimum bedzie okreslato krzywa najlepiej dopasowana do weztéw.
Dopasowanie prostej do zbioru punktow

Zacznijmy od najprostszego przypadku polegajacego na przyblizeniu zbioru punktéw krzywa.
Poszukiwana funkcja ma zatem postac:

F(z) = c12 + ¢ (4)

a jej baza sa funkcje:

filz)=2  fo(x) =1

Wyprowadzone wczedniej wartodci r; 1 p mozemy zatem wyrazié¢ jako:

r; =y; — F(z;) = y; — (az; + c2)
m

Naszym celem jest zminimalizowanie fukcji p. Jedynymi niewiadoamymi w tym wypadku sa
wartosci ¢1 1 co. Mozemy zapisaé zatem: p = p(cy, c2). Warunkiem koniecznym minimum jest
zerowanie sie pierwszych pochodnych, zatem:
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Wykonujac rézniczkowanie i podstawiajac warunek na minimum otrzymujemy:

0
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Po uporzadkowaniu mozemy to zapisa¢ w postaci macierzowej:

Eo Eolla] - 5] %)

Dla dwéch wektorow

x=[T1,T2,...,Tm] 1 Y=[Y1,Y2, - YUm]

mozemy zdefiniowaé iloczyn wektorowy jako:
y) =y may; (6)
j=1

Korzystajac z tej definicji mozemy zapisa¢ uktad (5) nastepujaco:

[<w,m> <}, q L;] _ {< , >] (7)

T T,y
(Lz) (1,1) (Ly)

gdzie:

1=[1,1,...,1]

Z tej postaci tatwo juz wyliczyé nieznane wspotczynniki ¢;. Algorytm ten mozna rozszerzy¢
na wieksza liczbe funcji bazowych lub zastosowaé inne podejscie.

Metoda przedefiniowanego uktadu réwnan
Rozwazajac ponownie problem znalezienia prostej przyblizajacej m weztow mozemy zapisaé
zbiér réwnan:

C1x1 +C2 =Y1

C1X2 + C2 = Y2

C1Tm + C2 = Ym

lub w postaci macierzowej:

Ac=1y (8)
gdzie:
zp 1 Y1
€2 1 c1 Y2
A = . . C = |:62:| y = .
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Poniewaz w ogélnym przypadku wszystkie wezly nie beda lezaly na jednej prostej, to row-
nania te nie beda spelnione, zatem wektor residuéw
r=y-—Ac 9)

bedzie niezerowy. W tej metodzie minimalizacji podlega kwadrat normy wektora residuéw:

p=Irl3=r"r (10)

Przeksztatcajac otrzymujemy:

p=rl3=r"r=(y—Ac)(y - Ac)
=yTy —yTA—c"ATy+ cTATAc
=yly —2yTAc+ cTATAc
Warunkiem koniecznym minimum jest zerowanie si¢ pierwszych pochodnych, zatem:
0
9 _,
de

Wykonujac rézniczkowanie otrzymujemy:

9 _ —2ATy +2AT Ac
oc

Korzystajac z warunku na minimum otrzymujemy:

0=—2ATy +2ATAc
lub inaczej
(ATA)e= ATy (11)
Sa to tzw. réwnania normalne aproksymacji metoda najmniejszych kwadratow.

Dopasowanie metoda najmniejszych kwadratéow dla dowolnej bazy funkcji
W ogélnym przypadku doboru bazy funkeji f;(x), ¢ = 1,...,n bedziemy mieli:

y=F(z) = c1fi(@) + cafa(x) ...+ cnfu(2)

Niewiadomymi beda tu wspoétczynniki ¢;. Celem jest znalezienie takich wspoétczynnikée cy, ..., ¢y,
ktére minimalizuja kwadraty pionowych odleglosci funkeji F(z) od weztow (z;,y;), j =
1,...,m. Dla tak postawionego zadania mozemy zapisa¢ uktad réwnan:

cifi(xr) +cafa(wr) +.. o+ enfulr1) =11
c1fi(z2) +cafa(xe) + ...+ cufnl(®2) = 4o

lel (xm) + CQfQ(mm) +...+ Cnfn(mm) =Ym

lub w postaci macierzowej:

Ac=1y
gdzie:
fiz)  fa(z1) o fu(21) c1 (7
fl(xz) f2($2) fn($2) C2 Y2
A= : : : €= y=1.
Fiom) folwm) e fa(om) cn Yo
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Dochodzimy do podobnej postaci uktadu jak w poprzednim podrozdziale r6zniacym sie tylko
definicja macierzy A. Naszym zadaniem jest zminimalizowanie wartosci p = |y — Acl|3.
Postepujac w przedstawiony wczesniej sposéb otrzymujem réwnania normalne postaci:

(ATA)e = ATy
Wyznaczajac wektor ¢ z tego rownania otrzymujemy nieznane wspotczynniki.
Skrypt:
function [c,R2,rout] = fitnorm(x,y,basefun)
% Funkcja aproksymuje grupe wezlow (x_i,y_i), i=1,...,m metoda
% najmniejszych kwadratow
h
% Dane wejsciowe: X,y = wektory zawierajace wspolrzedne wezlow
yA basefun = (string) nazwa pliku ktory wylicza wartosci
% macierzy A. Kolumny A sa wartosciami funkcji
% bazowych dla wspolrzednych x wezlow.
h
% Dane wyjsciowe: c = wektor wspolczynnikow poszukiwanej funkcji

) R2 = (opcjonalnie) wspolczynnik korelacji
yA r (opcjonalnie) wektor residudw

if length(y)~= length(x); error(’x i y maja rozne wymiary’); end

A = feval(basefun,x(:)); % Macierz wspolczynnikow ukladu przedefiniowanego
c = (A*xD\NA*y(:)); % Rozwiazuje rownania normalne, y(:) jest kolumna
if nargout>1

r = y(:) - Axc; % Residua w wezlach

[m,n] = size(h);

R2 = 1 - (m-1)/(m-n-1)*(norm(r) /norm(y-mean(y))) ~2;

if nargout>2, rout =r; end
end
Zadanie:

Wyznacz aproksymacje punktow:

(0.955, 5.722), (1.38 4.812), (1.854, 4.727), (2.093, 4.850), (2.674, 5.011),
(3.006, 5.253), (3.255, 5.617), (3.940, 6.282), (4.060, 6.255)

Uzywajac jako funkcji bazowych:

Rozwizanie w programie MATLAB:

clc;

x = [0.955 1.38 1.854 2.093 2.674 3.006 3.255 3.940 4.060];
y = [6.722 4.812 4.727 4.850 5.011 5.253 5.617 6.282 6.255];
funl = inline(’[1./x x]7);

¢ = fitnorm(x,y,funl);

xf linspace(min(x) ,max(x))’;

Af = feval(fun3,xf);

yf = Afx*c;

plot (x,y,’*’,xf,yf,’-?);
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Spis uywanych komend:

’ inline(expr) \ Tworzy funkcje zawarta w expr
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