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Interpolacja funkcjami sklejanymi

Funkcje sklejane:
Zaªó»my, »e mamy n + 1 w¦zªów t0, t1, . . . , tn takich, »e t0 < t1 < . . . < tn.
Dla danej liczby caªkowitej, nieujemnej k funkcj¡ sklejan¡ stopnia k nazywamy tak¡
funkcj¦ S która:

1. W ka»dym z przedziaªów [ti, ti+1) (0 ≤ i ≤ n − 1) jest wielomianem co najwy»ej
rz¦du k,

2. Ma ci¡gª¡ (k − 1)-sz¡ pochodn¡ w przedziale [t0, tn].

Funkcje sklejane stopnia trzeciego:
Funkcja taka musi speªnia¢ nast¦puj¡ce warunki:

1. Si−1(ti) = yi = Si(ti) (1 ≤ i ≤ n) - warunek ten zapewnia ci¡gªo±¢ funkcji S i
pokrywanie si¦ jej z w¦zªami,

2. S′
i−1(ti) = S′

i(ti) (1 ≤ i ≤ n− 1) - ci¡gªo±¢ pierwszej pochodnej,

3. S′′
i−1(ti) = S′′

i (ti) (1 ≤ i ≤ n− 1) - ci¡gªo±¢ drugiej pochodnej.

W ka»dym z przedziaªów funkcja b¦dzie miaªa nast¦puj¡c¡ posta¢:

Sk(x) = Sk,0 + Sk,1 · x + Sk,2 · x2 + Sk,3 · x3 k = 0, 1, 2, . . . , n− 1
x ∈ [tk, tk+1]

Aby jednoznacznie okre±li¢ tak¡ funkcj¦ musimy wyznaczy¢ cztery wspóªczynniki. Po-
niewa» takich krzywych jest n to mamy 4n niewiadomych. Z pierwszego przytoczonego
warunku otrzymamy 2n równa«. Z drugiego i trzeciego po 2n− 1 równa«. Wynika st¡d,
»e mamy 4n − 2 równania. Zostaj¡ dwa stopnie swobody, które mo»na wyzyska¢ na
ró»ne sposoby. Cz¦sto przyjmuje si¦, »e S′′(t0) = S′′(tn) = 0 lub okre±la si¦ pochodne
na ko«cach przedziaªu np. S′(t0) = 0 i S′(tn) = 0.

Wprowad¹my oznaczenia: zi = S′′(ti), hi = ti+1 − ti
Poniewa», Sk(x) jest funkcj¡ stopnia co najwy»ej trzeciego, to S′′

k (x) jest funkcj¡ liniow¡.
Mo»emy wi¦c zapisa¢:

S′′
i (x) =

zi

hi
(ti+1 − x) +

zi+1

hi+1
(x− ti)

Caªkuj¡c dwukrotnie obie strony tej równo±ci otrzymujemy wzór na wielomian Si

Si(x) =
zi

6hi
(ti+1 − x)3 +

zi+1

hi
(x− ti)3 + C(x− ti) + D(ti+1 − x)

gdzie C i D s¡ staªymi caªkowania, które wynikaj¡ z warunków interpolacyjnych
Si(ti) = yi, Si(ti+1) = yi+1. Ostatecznie:

Si(x) =
zi

6hi
(ti+1−x)3 +

zi+1

hi
(x− ti)3 +(

yi+1

hi
− zi+1hi

6
)(x− ti)+ (

yi

hi
− zihi

6
)(ti+1−x)

Aby wyznaczy¢ nieznane warto±ci zi ró»niczkujemy powy»szy wielomian i podstawiamy
x = ti:

S′
i(ti) = −hi

3
zi −

hi

6
zi+1 −

yi

hi
+

yi+1

hi

S′
i−1(ti) =

hi−1

6
zi−1 +

hi−1

3
zi −

yi−1

hi−1
+

yi

hi−1
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Korzystaj¡c z warunku 2. otrzymujemy:

hi−1zi−1 + 2(hi−1 + hi) + hizi+1 =
6
hi

(yi+1 − yi)−
6

hi−1
(yi − yi−1) (1 ≤ i ≤ n− 1)

Przyjmijmy oznaczenia:

ui = 2(hi−1 + hi), bi =
6
hi

(yi+1 − yi), vi = bi − bi−1.

Zakªadaj¡c dodatkowo, »e z0 = zn = 0, otrzymujemy ukªad równa«:
u1 h1

h1 u2 h2

. . . . . . . . .
hn−3 un−2 hn−2

hn−2 un−1




z1

z2

...
zn−2

zn−1

 =


v1

v2

...
vn−2

vn−1


Ukªad ten mo»na rozwi¡za¢ metod¡ eliminacji Gaussa lub rozkªadem LU.
Po obliczeniu warto±ci z0, z1, . . . , zn mo»na znale¹¢ warto±ci funkcji sklejanej S w do-
wolnym punkcie x. W tym celu najpierw nale»y wyznaczy¢ do którego z przedzaiaªów

(−∞, t1), [t1, t2), . . . , [tn−2, tn−1), [tn−11,∞)

nale»y x. Po wyznaczeniu przedziaªu stosujemy wzór:

Si(x) =
zi

6

[
(ti+1 − x)3

hi
−hi(ti+1−x)

]
−zi+1

6

[
(ti − x)3

hi
−hi(ti−x)

]
+

yi(ti+1 − x)− yi+1(ti − x)
hi

Rozwi¡zywanie ukªadów trójprzek¡tniowych:
Do rozwi¡zywania ukªadów trójprzek¡tniowych postaci:

b1 c1

a2 b2 c2

. . . . . . . . .
an−1 bn−1 cn−1

an bn




x1

x2

...
xn−1

xn

 =


d1

d2

...
dn−1

dn


u»ywana jest specjalna forma metody eliminacji Gaussa, zwana tak»e algorytmem Tho-
masa. Obliczenia rozpoczynamy nast¦puj¡co:

m =
ak

bk−1

b′k = bk −mck−1

d′k = dk −mdk−1

k = 2, ..., n

Nast¦pnie obliczamy warto±¢ xn:

xn =
d′n
b′n

Reszt¦ warto±ci wektora x obliczmy ze wzoru:

xk =
d′k − ckxk+1

b′k
k = n− 1, ..., 1
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Rozkªad LU:
Rozwa»my ukªad n równa« liniowych z n niewiadomymi

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann




x1

x2

...
xn

 =


b1

b2

...
bn


Ax = b

Przypu±¢my, »e macierz A mo»na wyrazi¢ jako iloczyn macierzy trójk¡tnej dolnej L i
trójk¡tnej górnej U: A = LU. Macierze L i U przedstawiaja si¦ nast¦puj¡co:

L =


l11 0 . . . 0
l21 l22 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
ln1 ln2 . . . lnn

 U =


u11 u12 . . . u1n

0 u22 . . . u2n

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . unn


Wtedy rozwi¡zanie ukªadu równa« Ax = b dzieli si¦ na dwa etapy:

Lz = b

Ux = z

Jest to prostsze poniewa» ka»dy ukªad zawiera macierz trójk¡tn¡. Je±li istniej¡ macie-
rze L i U takie, »e A = LU, to mówimy, »e A ma rozkªad LU. Rozkªad taki nie jest
jednoznaczny. Dla ka»dego i mo»emy wybra¢ dowoln¡ warto±¢, ró»n¡ od zera dla jednej
z liczb lii lub uii ( ale nie dla obu). Najprostszym wyborem zdaje si¦ by¢ lii = 1 dla
i = 1, 2, ..., n. Wtedy L jest jedynkowa trójk¡tna dolna. Inny prosty wybór to uii = 1 dla
ka»dego i wtedy U jest jedynkowa trójk¡tna górna. Aby wyznaczy¢ elementy macierzy
L i U zaczynamy od wzoru na mno»enie macierzy:

aij =
n∑

s=1

lisusj

Wykorzystuj¡c wªasno±ci macierzy L i U: lis = 0 dla s > i oraz usj = 0 dla s > j
otrzymujemy:

aij =
min(i,j)∑

s=1

lisusj

W ka»dym kolejnym etapie oblicze« b¦dziemy wyznaczali jeden nowy wiersz macierzy
U i jedn¡ now¡ kolumn¦ macierzy L. W k-tym kroku mo»emy wi¦c zaªo»y¢, »e znamy
ju» pocz¡tkowych k − 1 wierszy macierzy U i tyle samo kolumn macierzy L:

akk =
k−1∑
s=1

lksusj + lkkukk

Poniewa» ustalili±my jeden z elementów ukk lub lkk, to mo»emy wyznaczy¢ drugi z nich.
Znaj¡c go mo»emy obliczy¢ k-ty wiersz macierzy U i k-t¡ kolumne macierzy L:

akj =
k−1∑
s=1

lksusj + lkkukj k + 1 ≤ j ≤ n

aik =
k−1∑
s=1

lisusk + likukk k + 1 ≤ i ≤ n
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Skrypt 1:
function k = splineCurv(xData, yData)

% Zwraca wartosc drugich pochodnych w wezlach

% dane wejsciowe: xData - wspolrzedne x wezlow,

% yData - wspolrzedne y wezlow.

n = length(xData); c = zeros(n-1, 1); d = ones(n,1);

e = zeros(n-1,1); k = zeros(n,1);

c(1:n-2) = xData(1:n-2) - xData(2:n-1);

d(2:n-1) = 2*(xData(1:n-2) - xData(3:n);

e(2:n-1) = xData(2:n-1) - xData(3:n);

k(2:n-1) = 6*(yData(1:n-2)-yData(2:n-1))./(xData(1:n-2)-xData(2:n-1))

- 6*(yData(2:n-1)-yData(3:n))./(xData(2:n-1)-xData(3:n));

[c,d,e] = LUdec3(c,d,e);

k = LUsol3(c,d,e,k);

Skrypt 2:

function y = splineEval(xData,yData,k,x)

% Zwraca wartosc funkcji interpolujacej w x

% dane wejsciowe: xData - wspolrzedne x wezlow,

% yData - wspolrzedne y wezlow,

% dane wyjsciowe: k - wartosci drugich pochodnych w wezlach.

i = findSeg(xData,x);

h = xData(i) - xData(i+1);

y = ((x - xData(i+1))^3/h - (x - xData(i+1))*h)*k(i)/6.0

- ((x - xData(i))^3/h - (x - xData(i))*h)*k(i+1)/6.0

+ yData(i)*(x - xData(i+1))/h - yData(i+1)*(x - xData(i))/h;

Skrypt 3:
function i = findSeg(xData,x)

% Zwraca numer przedzialu w ktorym znajduje sie x

iLeft = 1;

iRight = length(xData);

while 1

if (iRight - iLeft) <= 1

i = iLeft;

return

end

i = fix((iLeft + iRight)/2);

if x < xData(i)

iRight = i;

else

iLeft = i;

end

end
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Skrypt 4:
function [c,d,e] = LUdec3(c,d,e)

% Dekompozucja na macierz LU macierzy trojdiagonalnej A = [c\d\e]

n = length(d);

for k = 2:n

lambda = c(k-1)/d(k-1);

d(k) = d(k) - lambda * e(k-1);

c(k-1) = lambda;

end

Skrypt 5:
function x = LUsol3(c,d,e,b)

% Rozwiazuje uklad A*x=b, gdzie A=[c/d/e] jest dekompozycja LU

% oryginalnej trojdiagonalnej macierzy A.

n = length(d);

for k = 2:n

b(k) = b(k) - c(k-1)*b(k-1);

end

b(n) = b(n) / d(n);

for k = n-1:-1:1

b(k) = (b(k) - e(k) * b(k+1)) / d(k);

end

x = b

Skrypt 6:

function x = tridiag(a,b,c,d)

% funkcja rozwiazuje uklad trojprzekatniowy postaci:

%

% | b_1 c_1 0 ... 0 | | x_1 | | d_1 |

% | a_2 b_2 c_2 ... 0 | | x_2 | | d_2 |

% | ... ... ... | * | ... | = | ... |

% | a_n-1 b_n-1 c_n-1 | | x_n-1 | | d_n-1 |

% | b_n c_n | | x_n | | d_n |

%

% Wszystkie wektory wejsciowe musza byc tej samej dlugosci.

n = length(a); for i=2:n

m = a(i)/b(i-1);

b(i) = b(i) - m*c(i-1);

d(i) = d(i) - m*d(i-1);

end

x(n) = d(n)/b(n);

for k=n-1:-1:1

x(k) = (d(k) - c(k) * x(k+1)) / b(k);

end
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Skrypt 7:
function k = splineCurv(xData, yData)

% Zwraca wartosc drugich pochodnych w wezlach

% dane wejsciowe: xData - wspolrzedne x wezlow,

% yData - wspolrzedne y wezlow.

n = length(xData); c = zeros(n, 1); d = ones(n,1);

e = zeros(n,1); k = zeros(n,1);

c(2:n-1) = xData(1:n-2) - xData(2:n-1);

d(2:n-1) = 2*(xData(1:n-2) - xData(3:n);

e(2:n-1) = xData(2:n-1) - xData(3:n);

k(2:n-1) = 6*(yData(1:n-2)-yData(2:n-1))./(xData(1:n-2)-xData(2:n-1))

- 6*(yData(2:n-1)-yData(3:n))./(xData(2:n-1)-xData(3:n));

k = tridiag(c,d,e,k);

Zadanie:

Wyznacz przybli»enie funkcji

y = |x|

w przedziale <-1,1> przy u»yciu metody interpolacji funkcjami sklejanymi w oparciu o
7 równoodlegªych w¦zªów.

Rozwizanie w programie MATLAB z u»yciem dekompozycji LU:

clc

xData = linspace(-1,1,7);

yData = abs(x);

k = splineCurv(x,y);

xx = linspace(-1,1,101);

for i = 1:101

yy(i) = splineEval(xData,yData,k,xx(i));

end

plot(xData,yData,'r*',xx,yy);

Rozwizanie w programie MATLAB z u»yciem macierzy trójprzek¡tniowej:

clc

xData = linspace(-1,1,7);

yData = abs(x);

k = splineCurvTri(x,y);

xx = linspace(-1,1,101);

for i = 1:101

yy(i) = splineEval(xData,yData,k,xx(i));

end

plot(xData,yData,'r*',xx,yy);
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