METODY NUMERYCZNE, wyktad, prof. Henryk Kudela

Interpolacja funkcjami sklejanymi

Funkcje sklejane:

Zalézmy, ze mamy n + 1 weztow tg,t1,...,t, takich, ze tg < t1 < ... < t,.

Dla danej liczby catkowitej, nieujemnej k funkcja sklejang stopnia k nazywamy taka
funkcje S ktora:

1. W kazdym z przedziatow [t;,¢;41) (0 < ¢ < n — 1) jest wielomianem co najwyzej
rzedu k,

2. Ma ciagla (k — 1)-sza pochodna w przedziale [tg, t,].

Funkcje sklejane stopnia trzeciego:
Funkcja taka musi spelnia¢ nastepujace warunki:

1. Si—1(t;) = y; = Si(t;) (1 < i < n) - warunek ten zapewnia cigglos¢ funkcji S i
pokrywanie sie jej z weztami,

2.5 _1(t;) = Si(t;) (1 <i<n-—1)- ciagtos¢ pierwszej pochodnej,
3. 81 (t;) =S (t;) (1 <i<n-—1) - ciaglos¢ drugiej pochodne;j.

W kazdym z przedzialéw funkcja bedzie miata nastepujacag postac:

k=0,1,2,...,n—1
T € [tkvtk-i-l]

Aby jednoznacznie okresli¢ takg funkcje musimy wyznaczyé cztery wspolczynniki. Po-
niewaz takich krzywych jest n to mamy 4n niewiadomych. Z pierwszego przytoczonego
warunku otrzymamy 2n réwnan. Z drugiego i trzeciego po 2n — 1 réwnan. Wynika stad,
ze mamy 4n — 2 réwnania. Zostaja dwa stopnie swobody, ktére mozna wyzyska¢ na
rozne sposoby. Czesto przyjmuje sie, ze S”(tg) = S”(¢,) = 0 lub okresla sie pochodne
na koricach przedziatu np. S'(tg) =01 S'(¢,) = 0.

Sk(x) = Sko+ Sk1 -+ Spa-2®+ Spz-2®

Wprowadzmy oznaczenia: z; = S”(;), h; = tiv1 — t;
Poniewaz, Si(z) jest funkcja stopnia co najwyzej trzeciego, to S} (x) jest funkcja liniowa.
Mozemy wiec zapisac:

Zq

SV (x) = Lty —x) + (2 — 1,
1) = E s — )+ EL 1)

Catkujac dwukrotnie obie strony tej réwnosci otrzymujemy wzér na wielomian S;
Z; Zi4+1
GTZ»(t”l — )’ + %(fﬂ —4)> + C(x — t;) + D(tiy1 — @)

(3 (3
gdzie C'i D sa stalymi catkowania, ktére wynikaja z warunkéw interpolacyjnych
Si(ti) = vi, Si(tix1) = yit1. Ostatecznie:

Si(x) =

) ) ) o h . h.
(i =)+ S @ - 1)+ (B - T ) + (5 - T

_
Si(z) = 6h; h; h; 6 hi 6

)(tit1— )

Aby wyznaczy¢ nieznane wartosci z; rézniczkujemy powyzszy wielomian i podstawiamy
x=1t;:

h i Yi | Yit1
Si(ti) = — %2z — —Ziy1 —
hi—1 hi—1 Yi—1 Yi
!
i—1(li) = ——=zi— i =
271( ) 6 Zi—1+ 3 Z hi—l + hi—l
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Korzystajac z warunku 2. otrzymujemy:

6 6 .
hi1zi—1 +2(hi—1 + ;) + hizig = F(yi+1 — i) — W (yi—yi-1)  (A<i<n-1)
i i—1
Przyjmijmy oznaczenia:
6
u; = 2(hi—1 + hy), b; = H(yi+1 - i), vy =b; — bi_1.
Zaktadajac dodatkowo, ze zy = z, = 0, otrzymujemy uktad réwnan:
Ul hl 21 U1
h1  usg ho z2 V2
hn—S Un—2 hn—2 Zn—2 Un—2
hn72 Up—1 Zn—1 Un—1

Uklad ten mozna rozwigza¢ metoda eliminacji Gaussa lub rozktadem LU.
Po obliczeniu wartosci zg, 21, . . ., 2, mozna znalezé¢ wartosci funkcji sklejanej S w do-
wolnym punkcie x. W tym celu najpierw nalezy wyznaczy¢ do ktérego z przedzaiatow

(—OO,tl), [t13t2)7 Y [tn—Qatn—l)a [tn—llaoo)

nalezy x. Po wyznaczeniu przedzialu stosujemy wzor:

Yi(tiv1 — ) — yip1(ti — x)

_|_

6

S(a) = M_hi(tm_@]_ml [(th@ itz -

Rozwiazywanie ukladéw trojprzekatniowych:
Do rozwiazywania uktadow trojprzekatniowych postaci:

by Z1 dy

az by C2 T2 da
Gn—1 bn—l Cn—1 Tn—1 dn—l

Qnp by T dn

uzywana jest specjalna forma metody eliminacji Gaussa, zwana takze algorytmem Tho-
masa. Obliczenia rozpoczynamy nastepujaco:

g

 bpa
% = bk — MCr—-1
;C = dk — mdk_l
Nastepnie obliczamy warto$¢ z,,:
_
=

Reszte wartosci wektora z obliczmy ze wzoru:

Ln

!
dk — CpTk41

k=n-1,..,1
by

T =

Przygotowal: Andrzej Kosior



METODY NUMERYCZNE, wyktad, prof. Henryk Kudela

Rozktad LU:
Rozwazmy uklad n réwnan liniowych z n niewiadomymi
x b
a1 ai2 oo Q1n 1 bl
x
a1 a22 .o Q2p 2 _ 2
anl1 QAp2 ... Qpnp Tn bn
Az =b

Przypu$émy, ze macierz A mozna wyrazi¢ jako iloczyn macierzy trojkatnej dolnej L i
trojkatnej gornej U: A = LU. Macierze L i U przedstawiaja sie nastepujaco:

111 0 . 0 U1 U2 .o Uln
L= l21 l22 o 0 U _ 0 ug2 e U2p,
lnl lng PN lnn 0 0 N )

Wtedy rozwigzanie uktadu réwnan Ax = b dzieli sie na dwa etapy:

Lz=b

Uzx ==z
Jest to prostsze poniewaz kazdy uklad zawiera macierz tréjkatna. Jesli istnieja macie-
rze L i U takie, ze A = LU, to méwimy, ze A ma rozklad LU. Rozklad taki nie jest
jednoznaczny. Dla kazdego i mozemy wybraé dowolng wartosé, rézng od zera dla jednej
z liczb l;; lub u;; ( ale nie dla obu). Najprostszym wyborem zdaje si¢ byé¢ I;; = 1 dla
i=1,2,...,n. Wtedy L jest jedynkowa tréjkatna dolna. Inny prosty wybér to u;; = 1 dla
kazdego i wtedy U jest jedynkowa trojkatna gérna. Aby wyznaczyé elementy macierzy
L i U zaczynamy od wzoru na mnozenie macierzy:

n
A5 = E lisusj
s=1

Wykorzystujac wtasnosci macierzy . i U: I;; = 0 dla s > i oraz us; = 0 dla s > j
otrzymujemy:

min(i,j)
Aij = Z lisus;
s=1
W kazdym kolejnym etapie obliczenn bedziemy wyznaczali jeden nowy wiersz macierzy
U i jedng nowg kolumne macierzy L. W k-tym kroku mozemy wiec zalozy¢, ze znamy
juz poczatkowych k — 1 wierszy macierzy U i tyle samo kolumn macierzy L:

k-1

apr = E lkstsj + lkrprs
s=1

Poniewaz ustaliliémy jeden z elementéw wuy lub Ik, to mozemy wyznaczy¢ drugi z nich.
Znajac go mozemy obliczy¢ k-ty wiersz macierzy U i k-ta kolumne macierzy L:
k—1
arj =Y lpstiaj + lerur;  k+1<j<n

s=1
k=1
ai = Z lisusk + linugk E+1<i<n

s=1
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Skrypt 1:

function k = splineCurv(xData, yData)

% Zwraca wartosc drugich pochodnych w wezlach
% dane wejsciowe: xData - wspolrzedne x wezlow,
yA yData - wspolrzedne y wezlow.

n = length(xData); c = zeros(n-1, 1); d = ones(n,1);
e = zeros(n-1,1); k = zeros(n,1);

c(1:n-2) = xData(1:n-2) - xData(2:n-1);
d(2:n-1) = 2x(xData(1:n-2) - xData(3:n);
e(2:n-1) = xData(2:n-1) - xData(3:n);

k(2:n-1) = 6*(yData(l:n-2)-yData(2:n-1))./(xData(l:n-2)-xData(2:n-1))
- 6x(yData(2:n-1)-yData(3:n))./(xData(2:n-1)-xData(3:n));

[c,d,e] = LUdec3(c,d,e);
k = LUsol3(c,d,e,k);

Skrypt 2:

function y = splineEval(xData,yData,k,x)

% Zwraca wartosc funkcji interpolujacej w x

% dane wejsciowe: xData - wspolrzedne x wezlow,

yA yData - wspolrzedne y wezlow,

% dane wyjsciowe: k - wartosci drugich pochodnych w wezlach.

e
I

findSeg(xData,x) ;
xData(i) - xData(i+1);

(=2
I

y = ((x - xData(i+1))~3/h - (x - xData(i+1))*h)*k(i)/6.0
((x - xData(i))~3/h - (x - xData(i))*h)*k(i+1)/6.0
yData(i)*(x - xData(i+1))/h - yData(i+1)*(x - xData(i))/h;

+

Skrypt 3:
function i = findSeg(xData,x)
% Zwraca numer przedzialu w ktorym znajduje sie x

iLeft = 1;
iRight = length(xData);

while 1
if (iRight - ileft) <=1
i = ilLeft;
return
end
i = fix((iLeft + iRight)/2);
if x < xData(i)
iRight = 1i;
else
ileft = i;
end
end
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Skrypt 4:
function [c,d,e] = LUdec3(c,d,e)
% Dekompozucja na macierz LU macierzy trojdiagonalnej A = [c\d\e]

n = length(d);

for k = 2:n
lambda = c(k-1)/d(k-1);
d(k) = d(k) - lambda * e(k-1);
c(k-1) = lambda;

end

Skrypt 5:

function x = LUsol3(c,d,e,b)

% Rozwiazuje uklad A*x=b, gdzie A=[c/d/e] jest dekompozycja LU
% oryginalnej trojdiagonalnej macierzy A.

n = length(d);

for k = 2:n
b(k) = b(k) - c(k-1)*b(k-1);
end

b(n) = b(n) / d(n);

for k = n-1:-1:1

b(k) = (b(k) - e(k) * b(k+1)) / d(k);
end
x=b

Skrypt 6:

function x = tridiag(a,b,c,d)
% funkcja rozwiazuje uklad trojprzekatniowy postaci:

%1 b_1 c_1 0 0 | | x_1 | | d_1 |
A a_2 b_2 c_2 0 | | x_2 | | d_2 |
% | e e | * | e = o
% | a_n-1 b_n-1 c_n-1 | | x_n-1 | | d_n-1 |
% | b.n c_n | | x_n | | d_n |

% Wszystkie wektory wejsciowe musza byc tej samej dlugosci.

n = length(a); for i=2:n
m = a(i)/b(i-1);
b(i) = b(i) - m*c(i-1);
d(i) = d(@1) - m*d(i-1);
end

x(@n) = d(n)/b(n);
for k=n-1:-1:1

x(k) = (dk) - c(k) * x(k+1)) / b(k);
end
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Skrypt 7:

function k = splineCurv(xData, yData)

% Zwraca wartosc drugich pochodnych w wezlach
% dane wejsciowe: xData - wspolrzedne x wezlow,
yA yData - wspolrzedne y wezlow.

n = length(xData); ¢ = zeros(n, 1); d = ones(n,1);

e = zeros(n,1); k = zeros(n,1);

c(2:n-1) = xData(1:n-2) - xData(2:n-1);
d(2:n-1) = 2x(xData(1:n-2) - xData(3:n);
e(2:n-1) = xData(2:n-1) - xData(3:n);

k(2:n-1) = 6*(yData(l:n-2)-yData(2:n-1))./(xData(l:n-2)-xData(2:n-1))
- 6x(yData(2:n-1)-yData(3:n))./(xData(2:n-1)-xData(3:n));

k = tridiag(c,d,e,k);
Zadanie:
Wyznacz przyblizenie funkcji
y = |zl

w przedziale <-1,1> przy uzyciu metody interpolacji funkcjami sklejanymi w oparciu o
7 réwnoodleglych weztow.

Rozwizanie w programie MATLAB z uzyciem dekompozycji LU:

clc
xData = linspace(-1,1,7);
yData = abs(x);
k = splineCurv(x,y);
xx = linspace(-1,1,101);
for i = 1:101
yy(i) = splineEval(xData,yData,k,xx(i));
end
plot(xData,yData, ’r*’,xx,yy);

Rozwizanie w programie MATLAB z uzyciem macierzy trojprzekatniowej:

clc
xData = linspace(-1,1,7);
yData = abs(x);
k = splineCurvTri(x,y);
xx = linspace(-1,1,101);
for i = 1:101
yy(i) = splineEval(xData,yData,k,xx(i));
end
plot(xData,yData, ’r*’,xx,yy) ;
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