FUNKCJE SKLEJANE.

Funkcja sklejana stopnia k okreslona na zbiorze n + 1 weztow (zg < x1 < ... < zy,)
nazywamy funkcje S spelniajaca nastepujace warunki:

i) w kazdym z przedzialow [x;_1, z;) funkcja jest wielomianem co najwyzej stopnia k.
ii) funkcja S ma ciagle pochodne az do rzedu (k — 1) na przedziale [z, x,].

Zad. 1 Dla danych wartosci (z;, y;):
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znajdz postac funkcji sklejanej stopnia: a) zerowego, b) pierwszego, c¢) drugiego.
Zad. 2 Okredl czy podana funkcja jest funkcja sklejana stopnia 2:
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Funkcja sklejang III stopnia (cubic spline) okreslona na zbiorze n+ 1 weztow (zg <
1 < ...<x,) nazywamy funkcje S spetniajaca warunki:

i) w kazdym z przedzialow [z;_ 1, z;) funkcja jest wielomianem co najwyzej stopnia
trzeciego.

ii) funkcja S ma ciagle pochodne az do rzedu drugiego na przedziale [xq, x,].

Dodatkowo, jezeli zatozymy S”(z¢) = S”(x,) = 0 to funkcje nazywamy naturalng
funkcja sklejana stopnia 3.
Zad. 3 Okredl, czy podana w zad. 2 funkcja jest naturalna funkcja sklejang stopnia 3.
Zad. 4 Ktora z podanych funkcji jest funkcja sklejang stopnia 3 oraz dodatkowo czy jest
naturalng funkcja sklejana stopnia 3:
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Zad. 5 Dla jakich wartosci parametrow a, b, ¢, d podana funkcja f(z) bedzie funkcja

sklejang stopnia 3:
3 z € [-1, 0]
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Zad. 6 Dla jakich wartosci parametrow a, b, ¢, d, e podana funkcja f(z) bedzie funkcja
sklejang stopnia 3:
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Nastepnie okresl wartosci parametrow a, b, ¢, d, e tak, aby funkcja f(z) przechodzila
przez punkty:
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Zad. 7 Okresl wartosci parametrow a, b, ¢ dla funkcji sklejanej stopnia 3 majacej wezty
w0, 1, 2:
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Wartos$¢ parametru d wyznacz z warunku:
a) f”(2) = 0, b*) minimum funkcjonatu I = fOQ[f”(x)P dz. Dlaczego wartosci d sa w
kazdym przypadku inne?.

Funkcja sklejana stopnia 3 w przedziale [zy_1, xx] (k= 0,...,n) wyraza sie wzorem:
1 (1 , 1 \
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gdzie My = S"(xy) oraz hy = xp — x_1. Wspolezynniki My, mozna okresli¢ rozwiazujac
uktad réownan:
NeMy_1 +2Mj + (1 = M) Myy1 = 6 f[@pp1, Th, Tp—1]
da k=1,2,...n—1
gdzie
Iy + Py
Dla naturalnej funkcji sklejanej stopnia 3 zaktadamy, ze M (z¢) = M(x,) = 0.
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Zad. 8 Wykorzystujac powyzszy wzoér na wspotczynniki My znalezé postaé naturalnej
funkcji sklejanej stopnia 3 dla wartosci (x;, y;):

Zad. 9 Wyznaczy¢ posta¢ naturalnej funkeji sklejanej stopnia 3 dla zbioru punktéw po-
danego w zad. 1.

Przyktadowy program napisany w Matlabie do obliczania wspétczynnikéw naturalnych
funkcji sklejanych dla zbioru punktéw X, Y. Naturalne funkcje sklejane na poszczegolnych
przedziatach [z, xp41] maja postac:

Sp(z) = S(k,1) - (2 — 2)® + S(k,2) - (w — 21)* + S(k,3) - (x — x1) + S(k,4)
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function S=nsfit(X,Y);
%Input X - wektor wspolrzednych x-owych punktow

b Y - wektor wspolrzednych y-owych punktow

%0utput S - wiersze macierzy S sa wspolczynnikami w porzadku
A malejacym dla naturalnych funkcji sklejanych na

A poszczegolnych przedzialach

N=length(X)-1;

H=diff (X);

D=diff (Y)./H;

A=H(2:N-1); % wspolczynniki A, B, C dla trojprzekatniowej macierzy
B=2*(H(1:N-1)+H(2:N));

C=H(2:N);

U=6*xdiff (D); % prawa strona ukladu rownan

for k=2:N-1
temp=A(k-1)/B(k-1);
B(k)=B(k)-temp*C(k-1);
U(k)=U(k) -temp*U(k-1) ;
end

M(N)=U(N-1)/B(N-1);

for k=N-2:-1:1
M(k+1)=(U(k)-C(k)*M(k+2))/B(k) ;
end

% naturalne funkcje sklejane M-macierz S’°(x_k)
M(1)=0; M(N+1)=0;

for k=0:N-1
S(k+1,1)=(M(k+2)-M(k+1))/(6*H(k+1));
S(k+1,2)=M(k+1)/2;
S(k+1,3)=D(k+1)-H(k+1)*(2xM(k+1)+M(k+2))/6;
S(k+1,4)=Y(k+1);

end

yA ewentualny wydruk probny dla punktow:
%%=[0 1 2 3]; Y=[0 0.5 2.0 1.5];

%S=nsfit (X,Y)

%x1=X(1):.01:X(2); yl=polyval(S(1,:),x1-X(1));
%x2=X(2):.01:X(3); y2=polyval(S(2,:),x2-X(2));
%x3=X(3):.01:X(4); y3=polyval(S(3,:),x3-X(3));
%plot(x1l,y1,x2,y2,x3,y3,X,Y,”.7)
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