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1 Roéwnania ruchu cieczy lepkiej

Przechodzac do badania cieczy lepkiej musimy okresli¢ jak tensor Cauchy’ego b, ktory
opisuje sitly oddzialywania materialnego osrodka dziatajace przez powierzchnie rozgrani-
czajaca dwa obszary. W podrozdziale 7?7 pokazano, ze wektor naprezen ma postaé

t=n-T

gdzie T = T(x,t) jest tensorem naprezen zaleznym od polozenia x i czasu a n jednostko-
wym wektorem normalnym do powierzchni rozgraniczajacej uktad zamkniety od otoczenia.
Poniewaz tensor naprezenn wchodzi do réwnania ruchu to on okresla sposéb dynamiki dyna-
miki osrodka i jego reakcji na ruch. Wiazac ten tensor z innymi wielkosciami kinematycz-
nymi i ewentualnie termodynamicznymi przesadzamy o typie osrodka, ktory zamierzamy
bada¢ i opisywac. Przykladowo moze to sie odnosi¢ do ptynu nielepkiego, ptynu lepkiego,
oérodka sprezystego, plastycznego itp. Zwiazek tensora T z innymi zmiennymi uwiklanymi
w przeplyw nazwa sie réwnantem konstytutywnym. Takim przyktadem, zwigzku kon-
stytutywnego byl tensor cieczy doskonalej T = —plI.

Celem tego paragrafu jest wyprowadznie réwnania konstytywnego dla ptynu lepkiego, a
wiec takiej, ktorej ruch w poblizy ciata stalego wywoluje znaczne naprezenia styczne a
predkosé¢ plynu na nieruchmej poweirzechni ciala statego jest réwna zero. Teoria réw-
nan konstytutywnych jest obecnie galezia nauki wspotczesnej mechaniki osrodka cigglego.
Jest to galaz calkowicie niezalezna od molekularnej budowy cieczy i gazéw. Roéwnania,
ktore buduje sie w ramach teorii opieraja sie na kilku racjonalnych postulatach. Przyjecie
tych postulatow pozwala na wyprowadzenie ogblnej postaci zwiazku tensora naprezen od
zmiennych kinematycznych lub tez termodynamicznych. Oczywistym jest,ze koncowy wy-
nik podlega weryfikacji eksperymentalnej i to pomiary do$wiadczalne i zgodnos¢ z oblicze-
niami wynikajacymi z wyprowadzanego modelu matematycznego decyduja o odrzuceniu
lub przyjeciu teorii. Niemniej jednak takie podejécie daje przejrzysty wglad w matema-
tyczng matematyczna nature rownan ruchu ptynu.



Ptyn Stokes’a

1.1 Ptlyn Stokes’a

Z doswiadczenia wiadomo, ze swoja lepka nature ptyn ujawnia, gdy dwie warstwy pltynu
poruszaja sie wzgledem siebie z réznymi predko$ciami. Ponadto tatwo jest stwierdzi¢, ze na
Scianie sztywnej pojawiaja sie naprezenia, gdy gradient predkosci w kierunku prostopadtym
do $ciany jest rozny od zera. George Stokes w wieku 26 lat zaproponowal, ze tensor naprezen
powinien zalezeé tylko od tensora predkosci deformacji D

T(x,t) = —p(x, t)I + T(D(x, 1)) (1)
Przedstawil swoje postulaty odnosnie tensora naprezenn w ptynie:

1. T jest ciagly funkcja tensora predkosci deformacji i nie zalezy od innych kinematycz-
nych zmiennych

2. T nie zalezy od zmiennej przestrzennej x (warunek przestrzennej jednorodno$ci)

3. W przestrzeni zajmowanych przez ptyn nie ma wyréznionych kierunkéw. Inaczej, ptyn
jest izotropowy. Znaczy to, ze dla wszystkich ortogonalnych macierzy S zachodzi

T(STS™!) = STS! (2)

4. 'i‘(O) = 0, to znaczy, ze gdy plyn jest w spoczynku tensor deformacji przyjmuje
postacé tensora ptynu nielepkiego.

Twierdzenie 1.1. Jezeli postulaty Stokes’a sq spetnione to tensor naprezen T ma postac

T = ol + 6D + 4D’ (3)

gdzie o, 3, v sq funkcjami skalarnymi zaleznymi od niezmiennikdw tensora predkosci de-
formacji D, to jest « = a(ly, 12, I3), itd., oraz o = 0 jezeli D = 0*

Aby uzyska¢ rownanie ruchu pltynu nazywanego réwnaniem Naviera-Stokesa, dodatkowo
postuluje si¢ ze sktadowe tensora T;; zalezg od skltadowych tensora predkosci deformacji
D liniowo. Stad tensor deformacji T(D)przyjmuje postac:

T = ALdivv + 2uD (4)

Po wstawieniu tego tensora najpierw (1), a nastepnie do réwnania Cauchy’ego (I-e prawo
Cauchy’ego) otrzymujemy rownanie Naviera-Stokesa.

Ciag dalszy nastapi.
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