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1 Równania ruhu iezy lepkiejPrzehodz¡ do badania iezy lepkiej musimy okre±li¢ jak tensor Cauhy'ego b, ktoryopisuje siªy oddziaªywania materialnego o±rodka dziaªaj¡e przez powierzhni� rozgrani-zaj¡¡ dwa obszary. W podrozdziale ?? pokazano, »e wektor napr�»e« ma posta¢

t = n ·Tgdzie T = T(x, t) jest tensorem napr�»e« zale»nym od poªo»enia x i zasu a n jednostko-wym wektorem normalnym do powierzhni rozgranizaj¡ej ukªad zamkni�ty od otozenia.Poniewa» tensor napr�»e« whodzi do równania ruhu to on okre±la sposób dynamiki dyna-miki o±rodka i jego reakji na ruh. Wi¡»¡ ten tensor z innymi wielko±iami kinematyz-nymi i ewentualnie termodynamiznymi przes¡dzamy o typie o±rodka, który zamierzamybada¢ i opisywa¢. Przykªadowo mo»e to si� odnosi¢ do pªynu nielepkiego, pªynu lepkiego,o±rodka spr�»ystego, plastyznego itp. Zwi¡zek tensora T z innymi zmiennymi uwikªanymiw przepªyw nazwa si� równaniem konstytutywnym. Takim przykªadem, zwi¡zku kon-stytutywnego byª tensor iezy doskonalej T = −pI.Celem tego paragrafu jest wyprowadznie równania konstytywnego dla pªynu lepkiego, awi� takiej, której ruh w pobli»y iaªa staªego wywoªuje znazne napr�»enia styzne apr�dko±¢ pªynu na nieruhmej poweirzehni iaªa staªego jest równa zero. Teoria rów-na« konstytutywnyh jest obenie gaª�zi¡ nauki wspóªzesnej mehaniki o±rodka i¡gªego.Jest to gaª¡¹ aªkowiie niezale»na od molekularnej budowy iezy i gazów. Równania,które buduje si� w ramah teorii opieraj¡ si� na kilku rajonalnyh postulatah. Przyj�ietyh postulatów pozwala na wyprowadzenie ogólnej postai zwi¡zku tensora napr�»e« odzmiennyh kinematyznyh lub te» termodynamiznyh. Ozywistym jest,»e ko«owy wy-nik podlega wery�kaji eksperymentalnej i to pomiary do±wiadzalne i zgodno±¢ z oblize-niami wynikaj¡ymi z wyprowadzanego modelu matematyznego deyduj¡ o odrzueniulub przyj�iu teorii. Niemniej jednak takie podej±ie daje przejrzysty wgl¡d w matema-tyzn¡ matematyzn¡ natur� równa« ruhu pªynu.1



Pªyn Stokes'a1.1 Pªyn Stokes'aZ do±wiadzenia wiadomo, »e swoj¡ lepk¡ natur� pªyn ujawnia, gdy dwie warstwy pªynuporuszaj¡ si� wzgl�dem siebie z ró»nymi pr�dko±iami. Ponadto ªatwo jest stwierdzi¢, »e na±ianie sztywnej pojawiaj¡ si� napr�»enia, gdy gradient pr�dko±i w kierunku prostopadªymdo ±iany jest ró»ny od zera. George Stokes w wieku 26 lat zaproponowaª, »e tensor napr�»e«powinien zale»e¢ tylko od tensora pr�dko±i deformaji D

T(x, t) = −p(x, t)I + T̃(D(x, t)) (1)Przedstawiª swoje postulaty odno±nie tensora napr�»e« w pªynie:1. T̃ jest i¡gª¡ funkj¡ tensora pr�dko±i deformaji i nie zale»y od innyh kinematyz-nyh zmiennyh2. T̃ nie zale»y od zmiennej przestrzennej x (warunek przestrzennej jednorodno±i)3. W przestrzeni zajmowanyh przez pªyn nie ma wyró»nionyh kierunków. Inazej, pªynjest izotropowy. Znazy to, »e dla wszystkih ortogonalnyh maierzy S zahodzi
T̃(STS

−1) = ST̃S
−1 (2)4. T̃(0) = 0, to znazy, »e gdy pªyn jest w spozynku tensor deformaji przyjmujeposta¢ tensora pªynu nielepkiego.Twierdzenie 1.1. Je»eli postulaty Stokes'a s¡ speªnione to tensor napr�»e« T̃ ma posta¢

T̃ = αI + βD + γD
2 (3)gdzie α, β, γ s¡ funkjami skalarnymi zale»nymi od niezmienników tensora pr�dko±i de-formaji D, to jest α = α(I1, I2, I3), itd., oraz α = 0 je»eli D = 0*Aby uzyska¢ równanie ruhu pªynu nazywanego równaniem Naviera-Stokesa, dodatkowopostuluje si� »e skªadowe tensora Tij zale»¡ od skªadowyh tensora pr�dko±i deformaji

D liniowo. St¡d tensor deformaji T̃(D)przyjmuje posta¢:
T̃ = λI divv + 2µD (4)Po wstawieniu tego tensora najpierw (1), a nast�pnie do równania Cauhy'ego (I-e prawoCauhy'ego) otrzymujemy równanie Naviera-Stokesa.Ci¡g dalszy nast¡pi.
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