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1 Równania Eulera ru
hu 
ie
zy nielepkiejAby równanie podane przez Cau
hy'ego mogªo by¢ zastosowane do o±rodka pªynnego,przez który rozumie si� zarówno 
ie
z jak i gaz nale»y poda¢ zwi¡zek skªadowy
h tensora
Tij innymi zmiennymi 
harakteryzuj¡
ymi parametry �zy
zne o±rodka, jego wªasno±
i izmienne od ru
hu. S¡ to tak zwane równania konstytutywne . W historii rozwoju me
ha-niki pªynów najpierw udaªo si� sformuªowa¢ równania ru
hu pªynu dla 
ie
zy nielepkiej.Dokonaª tego pierwszy Euler w roku 1751. W równania
h podany
h przez Eulera jedynymisiªami powierz
hniowymi s¡ siªy ±
iskaj¡
e, 
zyli dowolna obj�to±¢ elementu pªynu podlegakompresji. Siªy te zawsze s¡ prostopadªe do brzegu ograni
zaj¡
ego dan¡ obj�to±¢.1



1 RÓWNANIA EULERA RUCHU CIECZY NIELEPKIEJDe�ni
ja 1.1. Pªynem doskonaªym nazywamy pªyn, w którym nie wyst�puj¡ napr�»eniasty
zne, to zna
zy wektor napr�»e« powierz
hniowy
h ma posta¢
t = −pn (1)
zyli T · n jest zawsze równolegle do n i ma posta¢
T = −pI (2)Zaªo»enie, »e napr�»enia w 
ie
zy s¡ zawsze prostopadªe do powierz
hni, jest pewn¡idealiza
j¡. Dlatego o±rodek pªynny z tak okre±lonym tensorem napr�»e« nazywa si� pªy-nem doskonaªym. Pomini�to lepko±¢ pªynu, która powoduje,»e mi�dzy elementami pªynupojawiaj¡ si� napr�»enia ±
inaj¡
e. Skalar p(x, t), opisuj¡
y g�sto±¢ (intensywno±¢) siªy po-wierz
hniowej, N/m2, nazywa si� 
i±nieniem . Odwoªuj¡
 si� do natury �zy
znej pªynównale»y stwierdzi¢, »e w o±rodku pªynnym zawsze istnieje 
i±nienie. Jest to podstawowa, po-dobnie jak g�sto±¢, 
e
ha o±rodka pªynnego. Ci±nienie jest wynikiem molekularnej naturymaterii. Dowolny element poweirz
hni zanurzonej w o±rodku pªynnym na wskutek termi
z-nego ru
hu molekuª doznaje siª od ota
zaj¡
ego o±rodka na wskutek zderze« molekum z t¡
z�±
i¡ powierz
hni. Na ka»dy element tej powierz
hni, niezale»nie od jej orienta
ji, dziaªasiªa dF = −pndA. Nale»y uzmysªawia¢ sobie fakt, »e 
i±nienie, jako g�sto±¢ siªy powierz
h-niowej, nie mo»na pomierzy¢ bezpo±rednio ale mo»na dokona¢ pomiaru jego ró»ni
y. Wprakty
e in»ynierskiej, powsze
hnie pomiaru ró»ni
y 
i±nie« dokonuje si� wzgl�dem 
i±nie-nia oto
zenia (atmosfery
znego).Jest to tak zwane 
i±nienie wzgl�dne. Dokonuje si� te»niekiedy pomiaru ró»ni
y 
i±nie« wzgl�dem pró»ni, gdzie nie ma o±rodka materialnego, a
i±nienie jest równe zero. Wtedy 
i±nieniem nazywane jest absolutnym lub bezwzgl�dnym).Równania ru
hu pªynu 
ie
zy doskonalej, nazywane równaniami Eulera, ze wzgl�du na to,»e dla tensora posta
i (2) za
hodzi Div T = −∇p s¡ posta
i

ρ
dvi

dt
= −ρfi +

∂p

∂xi
, i = 1, 2, 3 (3)lub rozpisuj¡
 po
hodn¡ substan
jaln¡ po lewej stronie w posta
i

ρ(
∂vi

∂t
+ vj

∂vi

∂xj
= −ρfi −

∂p

∂xi
, i = 1, 2, 3 (4)Niewidomymi w równania
h (3) s¡ (v1, v2, v3, p, ρ). A wie
 mamy pi�¢ niewiadomy
h. Dorówna« (3) nale»y doª¡
zy¢ równanie 
i¡gªo±
i, wyra»aj¡
e wyra»aj¡
e zasad� za
howaniamasy dρ

dt
+ ρdiv v = 0 oraz dodatkowo uzupeªni¢ zwi¡zkami termodynami
znymi, takzwanym równaniem stanu, okre±laj¡
ym zale»no±¢ pomi�dzy 
i±nieniem a g�sto±
i¡ pªynu,na przykªad dla staªej temperatury takie równanie mo»e mie¢ posta¢ p/ρ = cont itp. Dla
ie
zy nie±
i±liwej i jednorodnej (ρ = const.) ukªad równa« opisuj¡
y ru
h 
ie
zy wraz zwarunkiem po
z¡tkowym i brzegowym na 
iele staªym jest posta
i:

ρ
∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −ρf −∇p (5)

div v = 0 (6)
v(x, 0) = v0 (7)
v · n|∂Ω = 0 (8)2 Henryk Kudela



Równanie ru
hu 
ie
zy nielpekiej w formie Gromeki-LambaRównania (5), wraz z warunkami brzegowymi nazywa si� zagadnieniem Cau
hy'ego, którestanowi kompletny opis ru
hu 
ie
zy nie±
i±liwej, jednorodnej. Dla przepªywu trójwymiaro-wego v = (v1, v2, v3) zagadnienie istnienia roziw¡zania sjest dowiedzione tylko dla któtkiegoprzedzialu 
zasu. Dla Dla zagadnienia dwu wymiarowego dowód istnienia gªadkiego roz-wi¡zania dla wszystki
h 
zasów, jako pierwszy podaª polski matematyk W. Wolibner 1932roku. [?℄.1.1 Równanie ru
hu 
ie
zy nielpekiej w formie Gromeki-LambaRównanie Eulera (5) mo»na przeksztaª
i¢ do innej, bardzo u»yte
znej formy. Poni»szato»samo±¢ wektorowa
(v · ∇)v = ∇(

1

2
v2) + ω × v (9)pozwala zapisa¢ równanie Eulera (5) w nast�puj¡
ej formie:

ρ
∂v

∂t
+ ω × v = −∇(

1

2
v2) − ρf −∇p (10)W sz
zególnym przypadku, gdy zewn�trzna siªa masowa ma poten
jaª f = −∇Φ, na przy-kªad w polu grawita
yjnym Φ = gx3, to powy»sze równanie ru
hu 
ie
zy nielepkiej o staªejg�sto±
i ρ mo»na dalej przeksztaª
i¢ do posta
i

∂v

∂t
+ ω × v = −∇(

v2

2
+ ρΦ +

p

ρ
) (11)Warunek v · n = 0 na brzegu 
iaªa staªego �zy
znie ozna
za brak przepªywu przez ±
ian�.Równanie ru
hu w posta
i (11) mo»na zapisa¢ nie tylko dla 
ie
zy nie±
i±liwej i jednorodnej(ρ = const.), ale rownie» dla przepadku 
ie
zy barotorpowej to jest takiej gdy g�sto±¢ pªynuzale»y od 
i±nienia ρ = ρ(p). Wtedy do rozwa»a« wprowadza si� tzw. funk
j� 
i±nienia

P(p) =

∫ p

p0

dp

ρ(p)
(12)Dla tak okre±lonej funk
ji 
i±neinia za
hodzi

∇P(p) =
dP
dp

∇p =
1

ρ
∇p (13)Dla pªynu barotorpowego równanie (11) przyjmuje posta¢

∂v

∂t
+ ω × v = −∇(

v2

2
+ ρΦ + P) (11′)Równania ru
hu w posta
i (11′) lub (11) nazwa si� równaniami (form¡)Gromeki�Lamba.Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 3



Równanie Helmholzha transportu wirowo±
i dla pªynu nielepkiego1.2 Równanie Helmholzha transportu wirowo±
i dla pªynu nielepkiegoRównania (11) lub (11′) mo»na przedstawi¢ nast�puj¡
o
∂v

∂t
+ ω × v = −∇(B) (11′′)gdzie B = v

2

2 + ρΦ + P nazywa si� tój
zªonem Bernoulli'ego. Z powy»szego równania(11′′) wynika, »e jego lewa strona, w której wyst�puj¡ wielko±
i kinematy
zne, pr�dko±¢ iwirowo±¢, jest polem poten
jalnym, 
zyli daj¡
ym si� przedstawi¢ jako gradient z pewnejfunk
ji skalarnej. Zna
zy to, »e lewa strona równania jest bezwirowa i musi za
hodzi¢
rot(

∂v

∂t
+ ω × v) = 0 (14)lub ina
zej

∂ω

∂t
+ rot(ω × v) = 0 (15)Wynika st¡d, »e nie ka»de pole pr�dko±
i mo»e by¢ realizowane dla pªynu doskonaªego,barotropowego w poten
jalnym polu siª masowy
h, ale tylko takie które speªnia równa-nie (15). Równanie (15) mo»na przeksztaª
i¢ dalej wykorzystuj¡
 nast�puj¡
¡ to»samo±¢wektorow¡:

rot(ω × v) = (v · ∇)ω − (ω · ∇)v + ω div v − v div ω (16)Poniewa» div ω ≡ 0 to wykorzystuj¡
 (16) wzór (15) mo»na zapisa¢
∂ω

∂t
+ (v · ∇)ω = (ω · ∇)v − ω div v (17)Zauwa»aj¡
, »e lewa strona wyra»a po
hodn¡ substan
jaln¡ równanie (17) przyjmuje posta¢

dω

dt
= (ω · ∇)v − ω divv (18)Równanie (18)po raz pierwszy wyprowadzone przez Friedmana nosi nazw� równania dyna-mi
znej mo»liwo±
i ru
hu. Pierwszy 
zªon prawej strony równania (ω ·∇)v opisuje zmian�wektora v wzdªu» kierunku wektora wirowo±
i ω poniewa» odpowiada to projek
ji gra-dientu pr�dko±
i na kierunek wektora ω. Czªon ten mo»na przedstawi¢ jako
(ω · ∇)v = D · ω (19)gdzie D jest tensorem szybko±
i deforma
ji. Opisuje on efekt deforma
ji pola wirowo±
i ω.Dziaªanie 
zªonu (ω ·∇)v na pole wirowo±
i popularnie nazywany jest efektem roz
i¡ganialinii wirowy
h. Drugi z 
zªonów po prawej stronie równania (18) (−ω div v) okre±la efekt±
i±liwo±
i. Bior¡
 pod uwag� fakt, »e divv = −1

ρ
dρ
dt

oraz dziel¡
 równanie (18) obustronnieprzez ρ mo»na przedstawi¢ w nast�puj¡
ej posta
i
d

dt

(

ω

ρ

)

= (
ω

ρ
· ∇)v (20)Jako sz
zególny przypadek równania (17) lub (20) stanowi równanie ewolu
ji wirowo±
i dlaru
hu nie±
i±liwego (div v = 0) w posta
i

dω

dt
= (ω · ∇)v (21)Równanie (21) nazywane jest równaniem Helmholtza transportu wirow±
i.4 Henryk Kudela



Dekompozy
ja pola wektorowego na 
z�±¢ nie±
i±liw¡ i gradientow¡1.3 Dekompozy
ja pola wektorowego na 
z�±¢ nie±
i±liw¡ i gradientow¡Dla dynamiki pªynu nie±
i±liwego, 
i±nienie p(x, t) jest zmienn¡, która nie ma zwi¡zków ter-modynami
zny
h z innymi parametrami �zy
znymi o±rodka taki
h jak g�sto±¢ 
zy te» tem-peratura. W prakty
e numery
znej, wyzna
zenie 
i±nienia z równa« (5) nastr�
za pewnekªopoty, ze wzgl�du na to, »e warunki brzegowe i po
z¡tkowe stawia si� tylko dla polapr�dko±
i. Aby zbada¢, rol� 
i±nienia w ru
hu nie±
i±liwym wykorzystamy dekompozy
j�Hodge'a [ ℄, które stanowi pewn¡ sz
zególn¡ form� twierdzenie Helmholtza o rozkªadziepola wektorowego, o którym powiemy nie
o pó¹niej.Twierdzenie 1.1. (Dekompozy
ja Hodge'a) Dowolne pole wektorowe v zadane na jedno-spójnym obszarze Ω, o gªadkiem (regularnym) brzegu ∂Ω, mo»na przedstawi¢ jednozna
zniew posta
i sumy pól ortogonalny
h w sensie przestrzeni L2 w posta
i
v = ud + ∇p (22)gdzie w obszarze Ω div ud = 0 oraz ud · n = 0 na brzegu ∂Ω.Dowód. Poka»emy jak mo»na otrzyma¢ pola ud oraz ∇p. Dziaªaj¡
 operatorem dy-wergen
ji obustronnie na równanie (22) otrzymujemy zagadnienie Neumanna dla funk
ji

p

∆p = div v (23)
∂p

∂n
= v · n na brzegu ∂Ω (24)Wiadomo [?℄, [?℄, »e zagadnienie Numanna (23) ma jednozna
zne rozwi¡zanie z dokªad-no±
i¡ do staªej pod warunkiem, »e speªniony jest warunek rozwi¡zywalno±
i zagadnieniaNumanna, kóry ma w tym przypadku posta¢
∫

Ω
div vdυ =

∫

∂Ω
v · ndS (25)Warunek (25) jest jednak speªniony w trywialny sposób jako konsekwen
ja twierdzeniaGaussa . Dysponuj¡
 funk
j¡ skalarn¡ p pole wektorowe ud mo»na otrzyma¢ jako ud =

v − ∇p. �atwo sprawdzi¢, tak wyzna
zone pole wektorowe speªnia warunki twierdzenia:
div ud = 0 oraz ud · n = 0. Ortogonalno±¢ pól ud oraz ∇p 
zyli

∫

Ω
ud∇p dυ = 0 (26)wynika z nast�puj¡
y
h to»samo±
i

div (p ud) = pdiv u d + ud · ∇pCaªkuj¡
 powy»sze równanie stronami pami�taj¡
, »e div ud = 0 otrzymujemy
∫

Ω
div (pud) dυ =

∫

Ω
ud · ∇p dυ =

∫

∂Ω
pud · ndS = 0Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 5



Metoda projek
ji numery
znego rozwi¡zywania równania ru
hu 
ie
zy nielepkiej inie±
i±liwejponiewa» na brzegu ud · n = 0.Jednozna
zno±¢ wynika z ortogonalno±
i pól ∇p i ud. Zaªó»my, »e istniej¡ dwa ró»ne roz-kªady pola v = u1d + ∇p1, v = u2d + ∇p2 (23). Wtedy ró»ni
a ty
h rozkªadów daje
0 = u1d − u2d + ∇(p1 − p2) (27)Mno»¡
 sklaranie równanie (27) przez u1d − u2d otrzymujemy

0 =

∫

Ω

(

|u1d − u2d|2 + ∇(p1 − p2) (u1d − u2d)
)

dυ

=

∫

Ω
|u1d − u2d|2 dυ

(28)Poniewa» wyra»enie pod
aªkowe (27) jest funk
j¡ dodatni¡, st¡d wynika, »e u1d = u2d irównie» ∇p1 = ∇p2) i p1 = p2 + constant. Tak wi�
 w przestrzeni funk
ji L
2 wektormo»na geometry
znie przedstawi¢ jak na rysunku 1.

Rysunek 1: Rozkªad wektora v = ud + ∇p.1.4 Metoda projek
ji numery
znego rozwi¡zywania równania ru
hu 
ie-
zy nielepkiej i nie±
i±liwejFakt, »e rozkªad jest jednozna
zny pozwala na wprowadzenie operatora rzutowania P wek-tora v na podprzestrze« wektorów bezdywergen
yjny
h
P(v) = ud (29)A wi�
 gradient ∇p mo»na przedstawi¢ jako

(I − P)v = ∇p (30)Ortogonalno±¢ pól ∇p oraz ud i wprowadzenie operatora rzutowania P le»y u podstaw,obe
nie jedn¡ z najbardziej popularnej metody numery
znego rozwi¡zywania równa« ru-
hu 
ie
zy dla tzw. zmienny
h pierwotny
h (p,v). Metod� po raz pierwszy przedstawili6 Henryk Kudela



Metoda projek
ji numery
znego rozwi¡zywania równania ru
hu 
ie
zy nielepkiej inie±
i±liwejA.Chorin [?,?℄. Metoda nazywana jest metod¡ rzutowania. Mo»e by¢ wykorzystywana dorozwi¡zywania równa« ru
hu 
ie
zy nielepkiej [?℄ ale przede wszystkim jest u»ywana dorozwi¡zywania równa« ru
hu pªynu lepkiego [?,?℄, o który
h b�dziemy mówili nie
o pó¹-niej. Idea algorytmu obli
zeniowego przedstawimy równania dla 
ie
zy nielepkiej. Je»elizdziaªamy operatorem rzutowania P na obie strony równania (5) otrzymamy:
∂v

∂t
= P (−v · ∇)v (31)W równaniu projek
yjnym (31) nie wyst�puje ju» 
i±nienie. Mo»na si� wie
 posªu»y¢ rów-naniem (31), bez 
i±nienia, a nast�pnie próbowa¢ odzyska¢ 
z�±¢ gradientow¡ rozwi¡zania.Dla zaprezentowania idei w mo»liwie najprostszy sposób posªu»ymy si� jawnym s
hema-tem ró»ni
owym. Zakªada si�, »e znane jest pole pr�dko±
i i 
ienienia na warstwie 
zasowej

tn = n∆t pn,vn, div vn = 0. Nale»y wyzna
zy¢ pole pr�dko±
i i pole 
i±nie« w 
zasie
tn+1 = tn + ∆t. Po
hodn¡ po 
zasie zast�pujemy ilorazem ró»ni
owym. Aproksyma
jarównania p�du (5) na warstwie tn+1 przyjmuje posta¢:

vn+1 = vn − ∆t (vn · ∇)vn − ∆t ∇pn+1 + ∆tρf (32)Podstawowym jednak problemem w bezpo±rednim zastosowaniu równania (32) jest fakt,»e div vn+1 6= 0, a wi�
 nie speªniona jest zasada za
howania masy, a ponadto pojawiaj¡si� kªopoty z obli
zeniem 
i±nienia pn+1 na nowej warstwie 
zasowej. Brak jest równaniaopisuj¡
ego ewolu
j� 
i±nienia w 
zasie. W tym momen
ie mo»emy si� posªu»y¢ dekom-pozy
j¡ Hodge'a. Wprowadzamy do rozwa»a« przej±
iowe pole pr�dko±
i, które b�dziemyozna
za¢ v∗. Wyzna
zamy je z równania:
v∗ = vn − ∆t (vn · ∇)vn − ∆t ∇pn + ∆tρf (33)Pole v∗ nie speªnia równania 
i¡gªo±
i (div v∗ 6= 0). Zwró
i¢ uwag� ,»e 
i±nienie w równa-niu (33) wyst�puje na warstwie n. Pole pr�dko±
i v∗ rozkªada si� na 
z�±¢ bezdywegen
yjn¡i 
z�±¢ gradientow¡ z pewnej funk
ji Φ. A wie


v∗ = vn+1 + ∇Φ (34)�¡damy aby div vn+1 = 0. Dziaªaj¡
 operatorem div na obie strony równania (34) otrzy-mamy równanie Poissona dla funk
ji Φ

∆Φ = div v∗ (35)
∂Φ

∂n
|∂Ω = v∗ · n (36)Warto±¢ pr�dko±¢ dla 
hwili tn+1 otrzymujemy z równania (34), a mianowi
ie vn+1 = v∗−

∇Φ, a 
i±nienie, wobe
 jawnego s
hematu ró»ni
owego mo»na wyzna
zy¢, z dokªadno±
i¡do staªej, po odj�
iu stronami równa« (32) i (33) jako
pn+1 = pn +

Φ

∆t
(37)Warto zwró
i¢ uwag� na fakt, »e pole przej±
iowe v∗ niesie ju» peªn¡ informa
j� o wirowo±
ipola pr�dko±
i. Dodanie do pola v∗ skªadowej gradientowej (poten
jalnej) nie zmienia jegoMatematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 7



2 PRZEP�YWY POTENCJALNEwirowo±
i. Pole v∗ musi by¢ wyzna
zane w ka»dym kroku 
zasowym.W zastosowaniu do przepªywów lepki
h powy»szego algorytmu nale»y z pewn¡ staranno±
i¡pod
hodzi¢ do realiza
ji warunku brzegowego na ±
iana
h dla pola v∗. Wynika to z faktu»e dla 
ie
zy lepkiej wymagamy, aby nie tylko skªadowa normalna pola pr�dko±
i na ±
ianiebyªa zero ale równie» skªadowa sty
zna [?, ?, ?℄. Godnym pole
enia jest jest raport [?℄ wktórej autorzy zastosowali i podali kod w j�zyku Fortran do rozwi¡zywania równa« ru
hu
ie
zy lepkiej nie±
i±liwej w dwó
h wymiara
h wykorzystuj¡
 jawny s
hemat obli
zeniowyz metod� projek
ji. Kod obli
zeniowy jest przejrzysty i niewielki
h rozmiarów. Mo»na goªatwo zaadoptowa¢ do MATLABA. Stanowi bardzo dobrym punktem startowym do bar-dziej zaawansowany
h obli
ze«. Raport jesz
ze kilka lat temu byª stosunkowo ªatwo dopozyskania od autorów.2 Przepªywy poten
jalneDe�ni
ja 2.1. Przepªywem poten
jalnym nazywamy przepªyw którego pole pr�dko±
i wy-ra»a si� przez gradient z pewnej funk
ji skalarnej
v = ∇ϕ (38)Przepªywy, dla który
h rot v = 0 nazywamy bezwirowymi. Poniewa» rot (∇φ) ≡= 0wie
 przepªywy poten
jalne s¡ przepªywami bezwirowymi.W obszarze jedno spójnym warunek rot v = 0 implikuje istnienie funk
ji skalarnej ϕ takiej,»e za
hodzi (38).Wyzna
zenie sta
jonarnego przepªywu poten
jalnego i nie±
i±liwego div v = 0 sprowadzasi� do wyzna
zenia rozwi¡zania równania Lapla
e'a ∆ϕ = 0.Twierdzenie 2.1. Nie
h v = ∇ϕ b�dzie sta
jonarnym, nie±
i±liwym polem pr�dko±
i ostaªej g�sto±
i a siª y masowe nie
h maj¡ poten
jaª Φ, f = −∇Φ. Pole pr�dko±
i u = ∇φspeªnia równanie Eulera (3) z funk
j¡ 
i±nienia

p = −ρv
2

2
+ ρΦ + c (39)gdzie v2 = v2

1 + v2
2 + v2

3, c jest dowoln¡ staªa.Dowód. Równanie Eulera (3) wraz z równaniem 
i¡gªo±
i ma posta¢
ρ
∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −∇p

div v = 0Z zaªo»enia, »e przepªyw jest sta
jonarny, mamy ∂v

∂t
= 0. Skorzystamy dalej z nast�puj¡
ejto»samo±
i wektorowej

(v · ∇)v =
1

2
∇(v2) + ω × v (40)8 Henryk Kudela



Energia kinety
zna ru
hu poten
jalnego i twierdzenie ThomsonaRównanie Eulera , ze wzgl�du na to, »e ω = rot v ≡ 0 przyjmuje posta¢:
ρ
1

2
∇(v2) = −∇p− ρ∇Φ (41)Przenosz¡
 wyra»enia z operatorem ∇ na jedn¡ stron� otrzymuje si�

∇(p+ ρ
1

2
(v2) + ρΦ) = 0 (42)St¡d teza twierdzenia p = −ρv2

2 + ρΦ + c.Nale»y podkre±li¢ przyjemn¡ konsekwen
j� faktu zaªo»enia o ru
hu bezwirowym. Pozwoliªoto na sprowadzenie rozwi¡zywania nieliniowego równania Eulera do rozwi¡zywania równa-nia Lapla
e'a (liniowego).2.1 Energia kinety
zna ru
hu poten
jalnego i twierdzenie ThomsonaPodamy teraz kilka twierdze« i wzorów, które b�d¡ 
harakteryzowa¢ przepªywy poten-
jalne. Najpierw wyprowadzimy wzór na energi� kinety
zn¡ ru
hu poten
jalnego. B�dziemyprzyjmowa¢, »e ru
hu 
ie
zy jest nie±
i±liwy , a wi�
 poten
jaª pr�dko±
i speªnia równanieLapla
e'a △ϕ = 0, a pole pr�dko±
i v = ∇ϕ równanie Eulera (3). Dalej skorzystamy zpierwszej to»samo±
i Greena przyto
zonej w rozdziale I (patrz rozdziaª I równanie (??))
∫

Ω
(∇ϕ∇ψ + ϕ∆ψ) dυ =

∫

∂Ω
ϕ
∂ψ

∂n
dS (43)Lemat 2.1. Energia kinety
zna w przepªywie poten
jalnym wyra»a si� wzorem

Ek =
1

2
ρ

∫

Ω
v2dυ =

1

2
ρ

∫

Ω
|∇ϕ|2dυ =

1

2
ρ

∫

∂Ω
ϕ
∂ϕ

∂n
dS (44)Dowód. Je»eli w równanie (43) pomno»ymy stronami przez 1

2ρ, oraz przyjmiemy ψ = ϕod razu otrzymujemy tez� lematuEnergia kinety
zna przepªywu poten
jalnego (44) wyra»a si� przez 
aªk� powierz
h-niow¡ po brzegu obszaru ∂Ω. Je»eli na zamkni�tej powierz
hni ∂Ω = S skªadowa normalna
∂ϕ
∂n

= v · n = 0 lub warto±¢ poten
jaªu na brzegu ∂Ω ϕ = 0 to pªyn b�dzie pozostawaª wspo
zynku. Mówi si�,»e przepªyw bezwirowy w obszarze jednospójnym, w którym brzeg jestnieru
homy jest niemo»liwy.Poni»ej udowodnimy twierdzenie nazywane zasad¡ minimum dla energii ru
hu poten
jal-nego. Mówi ono, »e przepªyw poten
jalny ma najmniejsz¡ energi� kinety
zn¡, spo±ródwszystki
h mo»liwy
h przepªywów, które speªniaj¡ te same warunki brzegowe i równanie
i¡gªo±
i.Twierdzenie 2.2. Nie
h v(x, t) = ∇ϕ b�dzie polem pr�dko±
i przepªywu poten
jalnego wobszarze ograni
zonym Ω oraz nie
h v′(x, t) b�dzie dowolnym innym polem pr�dko±
i, którespeªnia te same warunki brzegowe na brzegu ∂Ω 
o pole poten
jalne, a wie

v′ · n =

∂ϕ

∂n
na ∂ΩMatematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 9



Równanie Bernoulli'egooraz v′ speªnia równanie 
i¡gªo±
i
div v′ = 0 w ΩWtedy za
hodzi
∫

Ω
v′2dυ ≥

∫

Ω
|∇ϕ|2dυ (45)Dowód. Rozwa»my ró»ni
�

∫

Ω
|v′ − v|2dυ =

∫

Ω
|v′|2 +

∫

Ω
|∇ϕ|2dυ − 2

∫

Ω
v′ · ∇ϕdυ (46)Ostatnia 
aªka w powy»szym wyra»eniu daje si� zamieni¢ na 
aªk� powierz
hniow¡

∫

Ω
v′ · ∇ϕdυ =

∫

Ω
div(ϕv′)dυ =

∫

∂Ω
ϕv′ · ndS =

∫

∂Ω
ϕ
∂ϕ

∂n
dS =

∫

Ω
|∇ϕ|2dυSt¡d ostate
znie rówanie (47) przybiera posta¢

∫

Ω
|v′ − v|2dυ =

∫

Ω
|v′|2dυ −

∫

Ω
|∇ϕ|2dυ (47)Poniewa» 
aªka po lewej stronie równania jest zawsze dodatnia, st¡d wynika (45).2.2 Równanie Bernoulli'egoJednym z podstawowy
h narz�dzi pozwalaj¡
y
h bada¢ ru
hu pªynu nielepkiego stanowirównanie Bernoulli'ego. Matematy
zna równanie to wyra»a 
aªk� pierwsz¡ równania Eu-lera. Caªka ta ma popularn¡, �zy
zn¡ interpreta
j� jako równanie za
howania energii.Równanie ru
hu dla pªynu nielepkiego dopusz
za istnienie 
aªek pierwszy
h w nast�puj¡-
y
h przypadka
h:

• dla przepªywu ustalonego
• przepªywu poten
jalnegoNajpierw rozpatrzymy przepªyw ustalony (∂vi

∂t
≡ 0 dla ρ = cost.. Dla przepªywu ustalonegorównanie Eulera ma posta¢

ω × v = −∇(
v2

2
+ ρΦ +

p

ρ
) (48)Jak wiemy, ilo
zyn wektorowy ω×v jest zarówno prostopadªy do wektora v jak i ω. Mno»¡
skalarnie równanie (48) przez jednostkowy wektor sty
zny do linii pr¡du eu otrzymujemy

eu · ω × v = − ∂

∂s
(
v2

2
+ Φ +

p

ρ
) = 0 (49)10 Henryk Kudela



Twierdzenie Kelvina o 
yrkula
ji pola pr�dko±
iPo
hodna ∂B
∂s

= ∇B · eu jest po
hodn¡ kierunkow¡ w kierunku linii pr¡du. Z równania(49) wynika, »e wzdªu» linii pr¡du funk
ja B za
howuje swoj¡ warto±¢
B =

v2

2
+ ρΦ +

p

ρ
= C (50)Staªa C po lewej stronie równania (50) mo»e przyjmowa¢ ró»ne warto±
i na ró»ny
h linia
hpr¡du. Podobny wniosek mo»na sformuªowa¢, dla linii wirowej, to zna
zy linii sty
znej topola wirowo±
i ω. Mno»¡
 skalarnie równanie (48) przez jednostkowy wektor eω mo»nawywnioskowa¢, »e wzdªu» linii wirowy
h funk
ja B(x1, x2, x3) za
howuje swoj¡ warto±¢.Dalej dowiemy si� , »e linie wirowe s¡ unoszone przez przepªyw. Tak wi�
 powierz
hnia

B(x1, x2, x3) = C utworzona jest z linii pr¡du i linii wirowy
h. Powierz
hnia ta nazywanajest powierz
hni¡ Bernoulli'ego.

Rysunek 2: Powierz
hnia Bernoulliego B(x1, x2, x3) = C utworzona przez rodzin� liniipr¡du i linii pola wirowo±
i2.3 Twierdzenie Kelvina o 
yrkula
ji pola pr�dko±
iPrzypomnijmy (vide rozdzia1 5), ze 
yrkula
j¡ Γ pola pr�dko±
i v nazywamy 
aªk� liniow¡wzdªu» zamkni�tej krzywej C
Γ =

∮

C

v · s0ds =

∮

C

(v1dx+ v2dx2 + v3dx3) (51)gdzie ∮ ozna
za 
aªk� wzdªu» zamkni�tej krzywej C a sods = (dx1, dx2, dx3 jest elementemkrzywej, po której odbywa si� 
aªkowanie. Dalej b�dziemy interesowa¢ si� 
yrkula
j¡ wzdªu»krzywej, która unoszona jest przez przepªyw, a wie
 Ct = Φ(Cα). krzywa Ct utworzonajest z ty
h samy
h 
z¡stek. Mówimy, »e krzywa C jest krzyw¡ materialn¡ (rys. ??).Twierdzenie 2.3. (Kelvin 1869) W ru
hu 
ie
zy doskonalej, nie±
i±liwej lub barotropowej
(ρ = ρ(p)), w poten
jalnym polu siª 
yrkula
ja nie zale»y od 
zasu 
zyli

dΓ

dt
= 0 (52)Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 11



3 TWIERDZENIE HELMHOLTZA O ROZK�ADZIE POLAWEKTOROWEGO

Rysunek 3: Krzywa C unoszona przez pªyn (krzywa materialna)Dowód. Do dowodu twierdzenia wykorzystamy nast�puj¡
y wzór
d

dt

∮

Φ(C)
v · ds =

∮

Φ(C)

dv

dt
· ds (53)Aby wykaza¢ prawdziwo±¢ wzoru (53) musimy najpierw dokona¢ zamiany zmiennej wten sposób, aby mo»na byªo ró»ni
zkowa¢ pod znakiem 
aªki. Przyjmijmy, »e krzyw¡ C maprzedstawienie parametry
zne C = φ(a), 0 ≤ a ≤ 1. Wtedy

d

dt

∮

Φ(C)
v · ds =

d

dt

∫ 1

0
v(φ(a), t)

∂

∂a
Φ(φ(a), t)da =

∫ 1

0

(

dv

dt

∂

∂a
Φ(φ(a), t) + v

∂2

∂t∂a
Φ(φ(a), t)

)

da =

∫ 1

0

(

dv

dt

∂

∂a
Φ(φ(a), t) + v

∂

∂a
v(Φ(φ(a), t))

)

da

(54)
Czªon (v ∂

∂a
v(Φ(φ(a), t))

)

da = d(1
2v

2). Caªka z ró»ni
zki po krzywej zamkni�tej jest równazeru. St¡d wynika wzór (53).Zwró¢my uwag�, »e zaªo»enia twierdzenia Kelvina zapewniaj¡ bezwirowo±¢ pola przyspie-sze«, 
zyli ∇ × dv
dt

= 0. Ina
zej dv
dt

= −∇H gdzie H = p
ρ
− Φ dla pªynu nie±
i±liwego lub

H = P − Φ dla pªynu barotorpowego. Tak wie

dΓ

dt
=

∮

Φ(C)

dv

dt
· ds = −

∮

Φ(C)
dH = 0 (55)St¡d wynika teza twierdzenia Kelvina o za
howaniu 
yrkula
ji.3 Twierdzenie Helmholtza o rozkªadzie pola wektorowegoPrzyto
zymy jedno z najwa»niejszy
h twierdze« ra
hunku wektorowego, twierdzenie Helm-holtza o rozkªadzie pola wektorowego. Z twierdzenia jasno b�dzie wynika¢, »e znajomo±¢dywergen
ji Θ = div v oraz pola wirowo±
i ω = rot v z pewnymi warunkami brzegowymipozwala jednozna
znie wyzna
zy¢ pole v.12 Henryk Kudela



3 TWIERDZENIE HELMHOLTZA O ROZK�ADZIE POLAWEKTOROWEGOTwierdzenie 3.1. (fundamentalne twierdzenie ra
hunku wektorowego)Dowolne, ró»ni
zkowalne pole wektorowe v takie, »e jego moduª |v|,dywergen
ja Θ = div voraz wirowo±¢ |ω| malej¡ dostate
znie szybko przy x → ∞∗ mo»na przedstawi¢, z dokªad-no±
i¡ do wektora staªego, w posta
i sumy pola poten
jalnego (bezwirowego) v1 oraz polasolenoidalnego (nie±
i±liwego) v2

v = v1 + v2 (56)gdzie
rot v1 = 0, div v2 = 0 (57)Dowód. . Najpierw skonstruujemy pole poten
jalne v1 na podstawie znajomo±
i dy-wergen
ji Θ = div v. Wiemy,»e wirowo±¢ dowolnego pola poten
jalnego (w obszarze jednospójnym)jest równa zeru. Zna
zy to, »e pole v1 mo»na przedstawi¢ jako

v1 = ∇ϕ+ c1 (58)gdzie c1 jest wektorem staªym a ϕ jedno warto±
iow¡ funk
j¡ poten
jaln¡. Dziaªaj¡
 ope-ratorem dywergen
ji na równanie (58) otrzymujemy
∆ϕ = Θ (59)Jest to równanie Poissona. Z twierdzenia o rozkªadzie otrzymujemy

ϕ = − 1

4π

∫

D

Θ

r
dυ (60)Tak wi�
 pierwsza skªadowa v1 ma posta¢

v1 = − 1

4π
∇
∫

D

Θ

r
dυ + c1 (61)Wyzna
zamy teraz drug¡ skªadow¡ sumy (56) v2 na podstawie pola wirowo±
i. Wiemy zrozdziaªu 1, »e dywergen
ja z dowolnego pola wirowo±
i jest równa zero. Poniewa» div v2 =

0 wi�
 pole mo»e mie¢ reprezenta
j�
v2 = rot Ψ + c2 (62)gdzie c2 jest dowoln¡ staª¡. Pole wektorowe Ψ = (Ψ1,Ψ2,Ψ3) nazywa si� poten
jaªem wek-torowym. Poniewa» wirowo±¢ z dowolnego pola poten
jalnego φ jest równa zeru rot ∇φ ≡ 0wie
 poten
jaª wektorowy wyzna
zany jest z dokªadno±
i¡ do gradientu z dowolnej funk
ji

φ. Istotnie, je»eli Ψ′ = Ψ + ∇φ wtedy
rot Ψ′ = rot Ψ + rot ∇φ = rot Ψ (63)Dziaªaj¡
 obustronnie operatorem rota
ji na równanie (62) otrzymujemy

rot v2 = rot rot Ψ (64)
∗Zna
zy to v maleje jak 1

r1+ε
gdy |x| → ∞,a malej¡ jak 1

r2+ε
gdy |x| → ∞Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 13



�ródªo punktoweDalej wykorzystamy to»samo±¢ wektorow¡
rot rot Ψ = ∇(div Ψ) −∆Ψ (65)gdzie ∆Ψ = (∆Ψ1,∆Ψ2,∆Ψ3). Bez utraty ogólno±
i rozwa»a« mo»emy zaªo»y¢, »e div Ψ =

0. Je»eli równo±¢ ta nie za
hodziªaby i div Ψ = Θ‘ 6= 0, to zawsze mo»emy dobra¢ pewn¡funk
j� poten
jaln¡ ϕ‘ tak aby Ψ′ = Ψ + ∇ϕ′ byªo ju» polem nie±
i±liwym. Poten
jaª ϕ′otrzymujemy rozwi¡zuj¡
 równanie Poissona ∆ϕ′ = −Θ‘. Z równania (64) i to»samo±
i (65)wynika, »e skªadowe poten
jaªu wektorowego (Ψ1,Ψ2,Ψ3) stanowi¡ rozwi¡zania równaniaPoissona
∆Ψi = −ωi i = 1, 2, 3 (66)Rozwi¡zania równania (66), maj¡
 na uwadze zaªo»enie o dostate
znie szybkim znikaniupola v w niesko«
zo±
i, mo»na przedstawi¢ jako

Ψi =
1

4π

∫

D

ωi

r
i = 1, 2, 3 (67)St¡d pole v2 mo»na wyrazi¢ jako

v2 =
1

4π
rot

∫

D

ω

r
+ c2 (68)Dodaj¡
 do siebie równania (61) oraz (68) otrzymujemy szukany rozkªad z dokªadno±
i¡do staªego pola wektorowego

v = − 1

4π
∇
∫

D

Θ

r
dυ +

1

4π
rot

∫

D

ω

r
(69)Jednozna
zno±¢ rozkªadu mo»na wykaza¢ odwoªuj¡
 si� do zasady maksimum dla równaniaLapla
e'a. A mianowi
ie, je»eli dla dla zadanej dywergen
ji Θ i pola wirowo±
i ω istniaªybydwa ró»ne rozkªady v1 + v2 oraz v′

1 + v′

2 to ró»ni
a ty
h pól speªnia równanie Lapla
e'a zzerowymi warunkami brzegowymi. St¡d wynika, z dokªadno±
i¡ do staªej, »e v1 = v′

1 oraz
v2 = v′

23.1 �ródªo punktoweW prakty
e u»yte
znym staje si� uogólnienie równania 
i¡gªo±
i przez wstawienie do prawejstrony równania (??) obj�to±
iowego 
zªonu ¹ródªowego
dρ

dt
+ ρdiv v = f(x). (70)Dla ru
hu pªynu nie±
i±liwego i bezwirowego (poten
jalnego) równanie 
i¡gªo±
i przyjmujeposta¢:

∆ϕ = f(x) (71)Poszukiwanie pola pr�dko±
i wywoªane takim rozkªadem ¹ródeª sprowadza si� do wyzna
ze-nia poten
jaªu pr�dko±
i. Rozpatrzmy przepªyw wywoªany umiejs
owieniem w przestrzeni14 Henryk Kudela



�ródªo punktowe

Rysunek 4: Punkt w przestrzeni wytwarzaj¡
y strumie« obj�to±
i q nazywany ¹ródªo
R

3 punktu, z którego wypªywa do ota
zaj¡
ej przestrzeni nie±
i±liwy strumie« pªynu o jed-nostkowym strumieniu obj�to±
i(q=1), równomiernie wszystki
h kierunka
h f = qδ3(x),gdzie δ3(x) = δ(x1)δ(x2)δ(x3) jest funk
j¡ Dira
a (patrz ni»ej) rys. 5) Je»eli oto
zymy tenpunkt ε-ow¡ sfer¡ to na mo
y twierdzenia Gaussa mo»emy zapisa¢
q =

∫

∂Bε

v · n dS =

∫

Bε

div v dv = 1 (72)Je»eli przejdziemy z promieniem kuli ε → 0 to w grani
y otrzymamy ¹ródªo. Poten
jaªtakiego przepªywu, ze wzgl�du na zaªo»on¡ symetri�, powinien zale»e¢ tylko od odlegªo±
i
r od ¹ródªa

r =
√

(x1 − x01)2 + (x2 − x02)2 + (x3 − x03)2 = |x− x0| (73)Wygodnie przyj¡¢ jest do rozwa»a« sfery
zny ukªad wspóªrz�dny
h (patrz rozdziaª 1).Wiemy, »e równanie Lapla
e'a we wspóªrz�dny
h sfery
zny
h, zale»ne tylko od promieniar ma posta¢ (126)
∂
(

r2 ∂ϕ
∂r

)

∂r
= 0 (74)Rozwi¡zaniem tego równania jest funk
ja

ϕ(r) = −A
r

+B (75)Aby poten
jaª w niesko«
zono±
i miaª warto±¢ zero staª¡ B nale»y przyj¡¢ równ¡ zero.Nie ma ona wpªywu na warto±¢ pr�dko±
i poniewa» vr = ∂ϕ
∂r
. Staª¡ A mo»na wyzna
zy¢z warunku, »e strumie« obj�to±
i przez powierz
hni� dowolnej kuli, której ±rodek umiesz-
zony jest w ¹ródle, powinien by¢ zawsze równy jedno±
i. Pr�dko±¢ radialna, prostopadªado powierz
hni kuli o promieniu R jest równa

vR =
∂ϕ

∂r

∣

∣

∣

∣

r=R

=
A

R2
(76)Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 15



�ródªo punktowePowierz
hnia kuli wynosi 4πR2. Z warunku vR4πR2 = 1 bezpo±rednio wynika,»e staªa
A = 1

4π
. Pr�dko±¢ pªynu wyra»a si� wzorem

∂ϕ

∂r
=

1

4πr2
(77)a poten
jaª przyjmuje posta¢

ϕ = − 1

4πr
(78)Linie pr¡du wywoªane ¹ródªem o jednostkowej wydajno±
i przedstawiaj¡ sob¡ promieniewy
hodz¡
e z punktu poªo»enia ¹ródªa. Pr�dko±¢ wzdªu» promieni opisana jest wzorem(77). Je»eli intensywno±¢ ¹ródªa ma warto±¢ q to odpowiadaj¡
y jej poten
jaª ma posta¢

-1
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-0.2

-0.1

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
-1.0

-0.5
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0.5

1.0

x1

x 2 +1

Rysunek 5: Linie pr¡u i poten
jaªu (linie przerywane) wytowrzone przez jednostkowe ¹ró-dªo.
ϕ = − q

4πr
(79)Je»eli q jest ujemne to w miejs
 ¹ródªa otrzymujemy upust (±
iek). Funk
ja (78), ze wzgl�duna swoj¡ doniosª¡ rol� jak¡ odgrywa w teorii równa« ró»ni
zkowy
h 
z¡stkowy
h nosi nazw�rozwi¡zania fundamentalnego, lub funk
ji Greena dla obszaru nieograni
zonego. Zwró¢myuwag�, »e funk
ja Greena ró»ni si� tylko staª¡ 1

4π
podany
h rozwi¡za« równania Lapal
e'a(??). Równanie dla rozwi¡zania fundamentalnego, mo»na z u»y
iem funk
ji delty Dira
azapisa¢ jako

∆G = δ3(x − x0) (80)przy 
zym
∫

∂Bε((x)0)

∂G

∂n
dS = 1 (81)16 Henryk Kudela



�ródªo punktoweFunk
ja δ3(x1, x2, x3) jest nazywana jest funk
j¡ delta�Dria
a w przestrzeni trójwymiaro-wej okre±lan¡ nast�puj¡
o
δ3(x1, x2, x2) = δ3(x) =

{

0 x2
1 + x2

2 + x2
3 6= 0

∞ x2
1 + x2

2 + x2
3 = 0

(82)
∫

∞

−∞

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞

δ3(x1, x2, x2) dx1dx2dx3 = 1 (83)
δ3(x1, x2, x3) = δ(x1)δ(x2)δ(x3) (84)Wªasno±
i funk
ji δ podamy w nast�pnym podrozdziale.Funk
ja G jest symetry
zn¡ funk
j¡ dwó
h argumentów (x,x′) poniewa» r = |x − x′|.Mo»na sprawdzi¢, u»ywaj¡
 argumentów z rozdziaªu 1, »e

∇(
1

r
) = − 1

r2
er, div ∇(

1

r
) = −∆(

1

r
) = −4πδ(x − x′) (85)Prze±led¹my jak przy pomo
y funk
ji Greena mo»na skonstruowa¢ rozwi¡zanie równa-nie Poissona w obszarze nieograni
zonym. Zaªó»my, »e w obszarze Ω zadana jest funk
ja

Θ(x1, x2, x3). Poten
jaª pr�dko±
i speªnia równanie Poissona (59)
∂2ϕ

∂x2
1

+
∂2ϕ

∂x2
2

+
∂2ϕ

∂x2
3

= Θ(x1, x2, x3) (86)Dzielimy obszar Ω na maªe obj�to±
i δυ′i i w ka»dej obj�to±
i wybieramy punkt Mi owspóªrz�dny
h x′1i
, x′2i

, x′3i
i w ka»dym takim punk
ie umiesz
zamy ¹ródªo o intensywno±
i

qi = δυ′i Θ(x′1i
, x′2i

, x′3i
). Przybli»one rozwi¡zanie w punk
ie x = (x1, x2, x3) otrzymujemybior¡
 sum� poten
jaªów wszystki
h elementarny
h ¹ródeª o intensywno±
i qi

ϕ(x) ≈ −
∑

i

Θ(x′1i
, x′2i

, x′3i
)

ri
δυi, (87)

ri =
√

(x′1i
− x1)2 + (x′2i

− x2)2 + (x′3i
− x3)2 (88)Dokonuj¡
 
oraz drobniejszego podziaªu δυi → 0 w grani
y otrzymujemy rozwi¡zanie któremo»emy zapisa¢ jako (patrz (60))

ϕ(x) =

∫

Ω
G(x,x′)Θ(x′) dυ (89)Z konstruk
ji rozwi¡zania zrozumiaªym jest dla
zego funk
ja Greena nazywana jest równie»funk
j¡ ¹ródªa. Wyra»a poten
jaª pr�dko±
i pªynu w punk
ie x wywoªany jednostkowym¹ródªem umiesz
zonym w punk
ie x′.Sprawd¹my jesz
ze, »e (89) speªnia równanie Poissona

∆ϕ(x) = ∆

∫

Ω
G(x,x′)Θ(x′) dυ′

=

∫

Ω
∆G(x,x′)Θ(x′) dυ′ =

∫

Ω
δ3(x − x′)Θ(x′) dυ′ = Θ(x).

(90)Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 17



Funk
ja delta Dira
aW powy»szym równaniu (90) laplasian li
zony jest po zminny
h nie primowany
h.Jak mo»na ju» si� zorientowa¢ przy wyzna
zaniu funk
ji Greena dla 
aªego obszaru (rozwi¡-zania fundamentalnego) istotnym jest warunek znikania funk
ji w niesko«
zono±
i. Funk
jaGreena zale»y od obszaru w którym poszukujemy rozwi¡zania. Mo»na wyzna
zy¢ funk
j�Greena dla obszaru sko«
zonego, rozwi¡zuj¡
 zagadnienie
∆G = δ((x) − x′) (91)
G|∂Ω = 0 (92)Wystar
zy przyj¡¢, »e G = 1

4πr
+F , gdzie funk
ja F speªnia równanie La pla
e'a z warun-kiem brzegowym F |∂Ω = − 1

4πr
, 
zyli

∆F = 0 (93)
F |∂Ω = − 1

4πr
(94)Aby wi�
 rozwi¡za¢ równanie Poissona w obszarze ograni
zonym Ω

∆ϕ = −Θ na Ω (95)
ϕ = g na brzegu ∂Ω (96)nale»y dodatkowo rozwi¡za¢ w tym obszarze równanie Lapla
e'a (93) na funk
j� F i roz-wi¡zanie doda¢ do funk
ji Greena w obszarze nieograni
zonym. Rozwi¡zanie wyra»¡ si�wzorem (60).Rozwi¡zanie fundamentalne (funk
ja Greena) dla równania Poissona na pªasz
zy¹nie, jakªatwo to wyprowadzi¢ stosuj¡
 post�powanie przyto
zone powy»ej ma posta¢:

G(x,x′) = − 1

2π
ln r, r =

√

(x1 − x′1)
2 + (x2 − x′2)

2 (97)3.2 Funk
ja delta Dira
aW dalszej 
z�±
i pra
y niejednokrotnie b�dziemy u»ywali funk
ji δ. Podamy teraz kilkaistotny
h informa
ji o tej funk
ji. Potrzeb� zajmowania si� zdarzeniami trwaj¡
ymi nie-sko«
zenie krótko, np. zderzeniem si� dwó
h spr�»ysty
h 
z¡stek, zjawiskami zlokalizowa-nymi w jednym punk
ie przestrzeni np. ªadunku jednostkowego, ¹ródªa obj�to±
i pªynu,które jednak powodowaªby wido
zny, 
aªkowalny efekt byª w obiegu matematy
znym oddawna ( Hermite,Cau
hy, Poisson, Kir
hho�, Helmholtz, Kelvin). Jednak dopiero δ- funk-
ja wprowadzona i u»yta przez Dira
a (1927) do zagadnie« me
haniki kwantowej(1927),który zademonstrowaª jej du»¡ ra
hunkowa u»yte
zno±¢ i skute
zno±¢ zyskaªa niebywaªapopularno±¢. Ta ra
hunkowa skute
zno±¢ doprowadziªa do nagrody Nobla, któr¡ wraz zS
hrodingerem Dira
 otrzymaª 19933r w dziedzinie �zyki za odkry
ie nowy
h, pªodny
haspektów teorii atomów i i
h zastosowanie.Delta Dira
a jest matematy
znym modelem nierealizowalnego �zy
znie, niesko«
zeniew¡skiego impulsu wyst�puj¡
ego w 
hwili τ = 0, o niesko«
zenie du»ej amplitudzie i polurównym 1.
δ(x− x0) =

{

0 x 6= t0

∞ x = x0

∫

∞

−∞

δ(x− x0) dx = 1 (98)18 Henryk Kudela



Funk
ja delta Dira
a

Rysunek 6: Impuls tworz¡
y funk
j� δ jako krótki, ostry impuls. Gdy ε → 0 wysoko±¢impulsu hε → ∞. Pole pod impulsem jest zawsze równe jedno±
i. W grani
y otrzymujemy
δ(t− t0).Przedziaª 
aªkowania (−∞,∞) mo»e by¢ zast¡piony przez przedziaª ( x0 − ǫ, x0 + ǫ ),gdzie ǫ > 0 jest dowolnie maª¡ li
zb¡ (patrz rys. 6). Matematy
y zauwa»ali jednak szybko,»e taka funk
ja w sensie klasy
znej analizy matematy
znej nie istnieje. Badania nad δ-funk
j¡ doprowadziªy do rozwoju nowej gaª�zi matematyki nazywanej teori¡ dystrybu
jilub teori¡ funk
ji uogólniony
h (S
hwartz 1951). Formalnie, δ jest liniowym funk
jonaªem,dziaªaj¡
ymi na przestrzeni tzw. funk
ji testowy
h (próbny
h) ϕ, wszystki
h funk
ji gªad-ki
h, posiadaj¡
y
h wszystkie po
hodne i zwarty no±nik, tzn. zbiór na którym funk
ja jestró»na od zera jest ograni
zony. Dziaªanie δ na funk
j� ϕ ozna
za si� jako (δ, ϕ). Funk
jonaªlinowy przedstawiany jest w posta
i 
aªki (ilo
zynu skalarnego)

(f, ϕ) =

∫ +∞

−∞

f(x)ϕ(x)dx (99)Funk
j� δ mo»na uwa»a¢ jako grani
� pewnego 
i¡gu funk
ji hε dla który
h ∫ ε

−ε
hε(x) dx =

1, dla ka»dego ε, a efekt dziaªania na dowoln¡ funk
j� ϕ, limε→0(ϕ, hε) = ϕ(0). Formalniemo»na napisa¢
lim
ε→0

hε(x) = δ(x) (100)Przykªadem takiego 
i¡gu funk
ji tworz¡
y
h δ -funk
j� jest funk
ja prostok¡tna zde�nio-wana jako 1/τΠ(x/τ ) gdy τ → 0 a funk
ja Π(x) zde�niowana jest nast�puj¡
o
Π(x) =

{

0 |x| > 1
2

1 |x| < 1
2

(101)Innymi, popularnymi funk
jami δ- tworz¡
ymi s¡
δ(x) =

1

π
lim
ε→0

ε

x2 + ε2
(102)

δ(x) = lim
ε→0

1

2
√
πε
e−

x
2

4ε (103)Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 19



Funk
ja delta Dira
a
Rysunek 7: Impuls prostok¡tny δ-tworz¡
y. Szeroko±¢ ka»dego impulsu jest równa τ , jegoza± wysoko±¢ jest równa 1

τ
. Gdy τ → 0 wysoko±¢ impulsu d¡»y do niesko«
zono±
i. Poleograni
zone impulsem jest równe 1.�wiadomo±¢ tego, »e dopra
owano si� elegan
kiej teorii matematy
znej dla δ�funk
jijest krzepi¡
a. W prakty
e, w sz
zególno±
i w nauka
h in»ynierski
h, automaty
e, teoriisterowania, �zy
e, wa»na jest jednak równie» pewna sprawno±¢ operowania funk
j¡ δ(x).St¡d te» istnieje konie
zno±¢ poznania pewny
h reguª opera
yjny
h zwi¡zany
h z funk
j¡ δ.1. Selektywne dziaªanie funk
ji δ(x).Dziaªanie funk
ji δ jest okre±lone przez sposób w jaki funk
ja δ(x) za
howuje si� podznakiem 
aªki. Mamy wi�


∫

∞

−∞

f(x)δ(x− x0) dx =

∫ x0+ǫ

x0−ǫ

f(x)δ(x− x0) dx ≈

≈ f(x0)

∫ x0+ǫ

x0−ǫ

δ(x− x0) = f(x0)

(104)Wªasno±¢ ta nazywa si� ±elektywnym dziaªaniem funk
ji δ(x)"poniewa» ze wszystki
h war-to±
i funk
ji f(x) funk
ja δ(x−x0) wybiera warto±¢ f(x0). Jest to jedna z najwa»niejszy
hwªasno±
i funk
ji δ(x). Z wªasno±
i tej wynika, »e dowoln¡ funk
j� f(x) mo»na przedstawi¢jako
f(x) =

∫

∞

−∞

δ(ξ − x0)f(ξ) dξ ≈
∑

n

δ(ξn − x0)f(ξn)∆ξn (105)2. Funk
ja δ od zªo»onego argumentu , δ(g(x))Dokonajmy podstawiania z = g(x). Wtedy dz = g′(x)dx, a st¡d dx = dz/g(x) oraz
x = g−1(z) Ponadto nie
h g(xi) = 0, 
zyli xi s¡ zerami funk
ji g(x), xi = g−1(0). Mamy

∫

∞

−∞

f(x)δ(g(x)) dx =

∫

∞

−∞

f(g−1(z))δ(z)
dz

g′(g−1(z))
=
f(g−1(0))

g′(g−1(0))
(106)St¡d, poniewa» δ(−x) = δ(x), otrzymujemy

δ(g(x)) =
∑

i

δ(x− xi)

|g′(xi)|
(107)20 Henryk Kudela



Funk
ja delta Dira
aW sz
zególno±
i
δ(ax) =

1

|a|δ(x) (108)oraz dla x 6= a

δ(x2 − a2) =
1

2|a| (δ(x+ a) + δ(x− a)) (109)3. δ� funk
ja na pªasz
zy¹nie, δ2(x1, x2)Naturalnym uogólnieniem funk
ji δ(t) jednej zmiennej na funk
j� dwó
h zmienny
h (x1, x2)jest δ2(x1, x2)

δ2(x1, x2) =

{

0 x2
1 + x2

2 6= 0

∞ x2
1 + x2

2 = 0
(110)

∫

R2

δ(x1, x2) dx1 dx2 = 1 (111)
δ2(ax1, bx2) =

1

|ab|δ(x1, x2) =
1

|ab|δ(x1)δ(x2) (112)Dokonuj¡
 zamiany zmiennej x2
1 + x2

2 = r2 w biegunowym ukªadzie wspóªrz�dny
h (r, θ),funk
j� δ2(x)1, x2) mo»na wyrazi¢ przez δ(r)
δ2(x1, x2) =

δ(r)

2πr
(113)Uogólnienie dla przestrzeni trójwymiarowej podano ju» we wzorze (82).4. Po
hodna funk
ji δ(x).Obserwuj¡
 przebieg funk
ji δ-tworz¡
y
h ªatwo skonstatowa¢, »e powinno za
hodzi¢

∫

∞

−∞

δ′(x) dx = 0 (114)Podstawowym równaniem, które okre±la po
hodna funk
ji δ′ jest równanie okre±laj¡
etzw po
hodn¡ uogólnion¡, de�nijowan¡ na przestrzeni funk
ji próbny
h jako ∫ f ′ϕ dx =
−
∫

fϕ′, która wynikaja z reguªy 
aªkowania przez 
z�±
i
∫

∞

−∞

fδ′dx = −
∫

∞

−∞

f ′δdx (115)Przyjmuj¡
 f(x) = g(x)x otrzymujemy
∫

∞

−∞

xg(x)δ′ dx = −
∫

∞

−∞

δ
[

g(x) + xg′
]

dx = −
∫

∞

−∞

δ(x)g(x) dx (116)St¡d
xδ′(x) = −δ(x) (117)

Matematy
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Dipol3.3 DipolW sytua
ja
h gdzie symetria wypªywu jest zakªó
ona wygodniej jest si� posªugiwa¢ zamiastosobliwo±
i¡ typu ¹ródªo osobliwo±
i¡ nazywan¡ dipolem. Równanie Lapla
e'a jest równa-niem liniowym i jak powiedziano w rozdziale 1 rozwi¡zanie równania Lapla
e'a u(x1, x2, x3)ma wszystkie po
hodne. Po
hodne wzgl�dem dowolnej zmiennej ∂u
∂xi

te» s¡ rozwi¡zaniamirównania Lapla
e'a. W sz
zególno±
i po
hodna kierunkowa rozwi¡zania fundamentalnego, w kierunku wektora p jest równie» rozwi¡zaniem równania Lapla
e'a. Poten
jaª dipolawyra»a si� jako
ϕd(r) = µp · ∇ 1

4πr
= −µp · x

r3
= (118)gdzie µ jest intensywno±
i¡ dipola, a p kierunkiem dziaªania dipola Pole pr�dko±
i genero-wane przez jednostkowy dipol (µ = 1) wyra»¡ si� wzorem

v = ∇ϕd =
1

4πr3

(

p− 3(x · p)x

r2

) (119)Dipol w prakty
e mo»emy zrealizowa¢ przez ¹ródªo o intensywno±
i +q i upust −q poªo-»ony
h blisko siebie. Je»eli umie±
imy ¹ródªo w odlegªo±
i 1
2d od po
z¡tku ukªadu a upustw odlegªo±
i −1

2d to poten
jaª w punk
ie x jest sum¡ poten
jaªów od obu ¹ródeª i wyra»asi� jako (rys.8)
ϕd(x) =

q

4π

(

1

|x − 1
2d|

− 1

|x + 1
2d|

)

=

=
q

4π

(

1
√

r2 + (d/2)2 − x · d
− 1
√

r2 + (d/2)2 + x · d

) (120)Zakªadaj¡
, »e r ≫ d mo»na w wyra»eniu (120) za
howa¢ tylko 
zªony pierwszego rz�du

Rysunek 8: Dwa ¹ródªa o prze
iwnej wydajno±
i q oraz −q w odlegªo±
i d od siebie;pozna
za kierunek dziaªania dipola; r ≫ d.wzgl�dem d/r poten
jaª dwó
h ¹ródeª o prze
iwny
h znaka
h mo»na przybli»y¢ jako
ϕd(x) ≈ q

4π





1
√

1 − x·d

r2

− 1
√

1 + x·d

r2



 (121)22 Henryk Kudela



4 OP�YW KULI STRUMIENIEM JEDNORODNYMRozwijaj¡
 w szereg wyra»enia w nawiasie otrzymujemy
ϕd(x) ≈ q

4π

(

(1 +
x · d
2r2

+ · · · ) − (1 − x · d
2r2

+ · · · )
)

=

=
x · (qd)

4πr3
=

p · x
4πr3

(122)Dokonuj¡
 przej±
ia grani
znego w taki sposób, »e gdy d → 0 to qd d¡»y do sko«
zonejwarto±
i µp otrzymujemy dipol o intesywno±
i µ i kierunku p. Je»eli kierunek dipola po-krywa si� na przykªad z osi¡ x1, a dipol umiesz
zony jest w po
z¡tku ukªadu wspóªrz�dny
h
p = (1, 0, 0), wtedy jego poten
jaª ma posta¢:

ϕd(x) = µ
∂( 1

4πr
)

∂x1
= −µ x1

4πr3
, r2 = x2

1 + x2
2 + x2

3 (123)Pole pr�dko±
i wyra»a si� nast�puj¡
o (przypomnijmy, »e ∂r
∂x1

= x1

r
), porównaj wzór (119))

v = ∇ϕd =

(

− µ

4πr3

(

1 − 3x2
1

r2

)

,−3x1x2

4πr5
,−3x1x3

4πr5

) (124)Element linii pr¡du dx jest równolegªy do v = ∇ϕd, tak wi�
 linie pr¡du s¡ lokalnieortogonalne do powierz
hni ϕd(x) = const. (rys. 9)

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

x

y

Rysunek 9: Linie pr¡du ze strzaªkami oraz linie ekwipote
jalne (przerywane) w pªasz
zy¹nie
x3 = 0.01 generowane przez jednostkowy dipol umiesz
zony w po
z¡tku ukªadu wzdªu» osi
x14 Opªyw kuli strumieniem jednorodnymRozpatrzmy zagadnienie opªywu kuli B umiesz
zonej w jednorodnym strumieniu. Poten-
jaª strumienia jednorodnego zadany jest funk
j¡ ϕ(x, y, z) = Ax1 + Bx2 + Cx3 , gdzieMatematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 23



4 OP�YW KULI STRUMIENIEM JEDNORODNYM
A,B,C s¡ staªymi. �atwo sprawdzi¢, »e ∆ϕ = 0. Pr�dko±¢ v = ∇ϕ = (A,B,C), jestwektorem staªym w ka»dym punk
ie przestrzeni i dlatego taki przepªyw nazywamy prze-pªywem jednorodnym. Sz
zególnym przepadkiem strumienia jednorodnego jest przepªywwzdªu» osi x1, którego poten
jaª wynosi ϕ = Ux1, gdzie U ozna
za pr�dko±¢ strumieniapªynu w kierunku osi x1. Interesuje nas pole pr�dko±
i wynikaj¡
e z opªywu kuli strumie-niem jednorodnym w kierunku osi x1 (rys. 10). Aby wyzna
zy¢ poten
jaª pola przepªywu

Rysunek 10: Opªyw kuli strumieniem jednorodnymnale»y rozwi¡za¢ nast�puj¡
e zagadnienie Neumanna:
∆ϕ = 0,

∂ϕ

∂n

∣

∣

∣

∣

S

= 0, ϕ|x→∞
= Ux1 (125)Ze wzgl�du na geometri� przepªywu wygodnie jest obli
zenia przeprowadzi¢ we wspóª-rz�dny
h sfery
zny
h(r, θ, φ). Równanie Lapla
e'a, jak ju» podawane byªo w podorz. maposta¢:

1

r

∂2

∂r2
(rϕ) +

1

r2 sin2 θ

∂2ϕ

∂φ2 +
1

r2 sin2 θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂ϕ

∂θ

)

= 0 (126)gdzie 0 < r < a, 0 < θ < π, 0 < φ < π.Zagadnienie (126) jest zewn�trznym zagadnieniem Neumanna, (rozwi¡zania szukamy wobszarze nieograni
zonym, na zewn¡trz B) Dalej zaªo»ymy, »e przepªyw jest osiowo syme-try
zny i nie zale»y od wspóªrz�dnej azymutalnej φ. Poszukiwany poten
jaª jest funk
j¡dwó
h zmienny
h r, θ, ϕ(r, θ). Wygodnie jest o± wspóªrz�dny
h x3 sªu»¡
¡ do opisu po-ªo»enia punktów na kuli skierowa¢ zgodnie z kierunkiem przepªywu wzdªu» osi x1 i wten sposób θ mierzy¢ od osi x1. Zagadnienie brzegowe dla równania Lapla
e'a przyjmujeposta¢:
1

r

∂2

∂r2
(rϕ) +

1

r2 sin2 θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂ϕ

∂θ

)

= 0 (127)
∂ϕ

∂r

∣

∣

∣

∣

S

= 0 (128)
ϕ|r→∞

→ U cos θ (129)Do rozwi¡zania zagadnienia (127) mo»na wykorzysta¢ metod� rozdzielenia zmienny
h. Me-tod� t¡ stosuje si� z powodzeniem do zagadnie« liniowy
h oraz dla prosty
h obszarówgeometry
zny
h np. sze±
ian, sfera, prostok¡t, koªo. Przyjmuje si�, »e rozwi¡zanie mo»na24 Henryk Kudela
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Rysunek 11: Ukªad wspóªrz�dny
h prostok¡tny
h wraz z ukªadem sfery
znym, wykorzysty-wany do badania opªywu kuli strumieniem jednorodnym. Przepªyw nie zale»y od zmiennejazymutalnej φprzedstawi¢ za pomo
¡ ilo
zynu dwó
h funk
ji, z który
h ka»da zale»y tylko od jednejzmiennej. W tym przypadku
ϕ = R(r)Θ(θ) (130)gdzie funk
je R(r) oraz Θ(θ) s¡ funk
jami tylko jednej zmiennej odpowiednio r i θ. Popodstawieniu funk
ji (130) do równania (127) otrzymujemy

Θ
d

dr

(

r2
dR

dr

)

+R
1

sin θ

d

dθ

(

sin θ
dΘ

dθ

)

= 0 (131)Dalej dziel¡
 równanie (131) stronami przez R(r)Θ(θ) i przenosz¡
 funk
je od jednej zmien-nej na prze
iwne strony otrzymujemy
1

R

d

dr

(

r2
dR

dr

)

= − 1

Θ sin θ

d

dθ

(

sin θ
dΘ

dθ

)

= λ (132)Lew strona równo±
i wzoru (132) jest funk
j¡ tylko zmiennej r, a prawa jest funk
j¡ tylkozmiennej θ. Zmienne te mog¡ si� zmienia¢ niezale»nie zmieniaj¡
 warto±
i funk
ji po obustrona
h równania. St¡d, aby za
hodziªa równo±¢ obie strony powinny równa¢ si� tej samejstaªej. Staª¡ t� ozna
zono jako λ. Otrzymuje si� dwa równania
d

dr

(

r2
dR

dr

)

− λR = 0 (133a)
1

sin θ

d

dθ

(

sin θ
dΘ

dθ

)

+ λΘ = 0 (133b)Równanie (133a) wzgl�dem zmiennej r jest równaniem Eulera, r2R′′ + 2rR− λR=0. Roz-wi¡zania poszukuje si� w posta
i R(r) = rα. Po podstawieniu tej posta
i rozwi¡zania doMatematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 25



4 OP�YW KULI STRUMIENIEM JEDNORODNYMrównania (133a)otrzymujemy równanie kwadratowe α(α−1)−λ = 0. Przyjmijmy, »e staª¡
λ mo»na wyrazi¢ w posta
i λ = (l + 1)l, gdzie l jest jesz
ze nieokre±lone. Pierwiastki tegorównania kwadratowego mo»na wyra»aj¡ si� przez l α1 = −(l+1), oraz α2 = l. Rozwi¡zanieogólne, jest kombina
j¡ liniow¡ rozwi¡za« r−(l+1) oraz rl, 
zyli

Rl(r) = Clr
l +Dlr

−(l+1) (134)Rozwi¡zanie (??) jest wa»ne dla dowolny
h warto±
i l, dlatego rozwi¡zanie Rl jak i dowolnestaªe Al oraz Bl s¡ ozna
zone indeksem l, wskazuj¡
ym dla której warto±
i l s¡ one wa»ne.Zajmiemy si� teraz równaniem (133b) wzgl�dem zmiennej θ. Dokonamy zamiany zmiennej
θ na u po przez u ≡ cos θ, oraz wprowadzimy now¡ funk
j� P (u) = Θ(θ). Na mo
y reguªyró»ni
zkowania funk
ji zªo»onej mamy

dP

du
=
dP

dθ

dθ

du
= − 1

sin θ

dP

dθ
wi�
 dP

dθ
= − sin θ

dP

du
(135)Podstawiaj¡
 w równaniu (133b) za sin2 θ = 1 − u2 oraz wykorzystuj¡
 zwi¡zek (??)równanie (133b) mo»na zapisa¢ w posta
i

d

du

[

(1 − u2)
dP

du

]

+ λP = 0, (136)które mo»na dalej przeksztaª
i¢ do posta
i
d2u

du2
− 2

1 − u2

dP

du
+

λ

1 − u2
P = 0. (137)Równanie (137) nazywa si� zwy
zajnym równaniem ró»ni
zkowym Legendre'a. Rozwi¡-zaniami równania Legendre'a s¡ funk
je Legendre'a, trady
yjnie ozna
zane jako Pn(u), ifunk
je Legendre'a drugiego rodzaju Qnu. Funk
ja Pn(u) ma posta¢ wielomianu stopnia ni nazywa si� wielomianem Legendre'a. Rozwi¡zanie ogólne równania (133b) ma posta¢:

Θ(θ) =

∞
∑

n=0

(An Pn(cos θ) +Bn Qn(cos θ)) (138)Wielomiany Legendre'a P (u) s¡ regularne (przyjmuj¡ warto±
i sko«
zone) w 
aªymprzedziale [−1, 1] wtedy i tylko wtedy gdy λ w równaniu (137) jest posta
i λ = n(n + 1),gdzie n jest li
zb¡ naturaln¡. Rozwi¡zuje si� je metod¡ Frobeniusa. Rozwi¡zania poszukujesi� w posta
i szeregu pot�gowego P (u) =
∑

∞

n=0 anu
n i wyzna
za si� real
je jakie musz¡-speªnia¢ wspóª
zynniki a−N szergeu ot�gowoego [?℄Podsumujemy powy»sze stwierdzenia twierdzeniem, którego dowód mo»na znale¹¢ w [?℄Twierdzenie 4.1. Rozwi¡zanie równania (137) ma rozwi¡zanie w posta
i wielomianu Le-gendre'a wtedy i tylko wtedy gdy λ w rówananiu (137) ma posta¢ λ = n(n + 1) gdzie njest li
zb¡ naturaln¡. Ka»demu n odpowiada wielomian stopnia n nazywany wielomianemLegendre'a stopnia n. Wilomian Legendre'a zawiera parzyste pot�gi zmiennej u gdy n jestparzyste i nieparzyste pot�gi u gdy n jest nieparzyste. Aby ustandaryzowa¢ wielomiany,przyjmuje si� umownie, »e Pn(1) = 1 dla wszystki
h n.26 Henryk Kudela



4 OP�YW KULI STRUMIENIEM JEDNORODNYMKilka przykªadowy
h, unormowany
h (Pn(1) = 1) pierwszy
h wielomianów Legendre'ama posta¢:
P0(u) = 1, P1(u) = u (139)
P2(u) =

1

2
(3u2 − 1), P3(u) =

1

2
(5u3 − 3u) (140)

P4(u) =
1

8
(35u4 − 30u2 + 3) P5(u) =

1

8
(63u5 − 70u3 + 15u) (141)Wielomiany Legendre'a s¡ ortogonalne, w sensie ilo
zynu skalarnego:

∫ π

0
Pn(cos θ)Pm(cos θ) sin θ dθ =

{

2
2n+1 dla n = m

0 dla n 6= m
(142)Pozwala to na przedstawienie dowolnej funk
ji f(θ) nale»¡
ej do L2 w posta
i uogólnionegoszeregu Fouriera

f(θ) =
∞
∑

n=0

anPn(cos θ) (143)gdzie wspóª
zynniki an wyzna
za si� wykorzystuj¡
 wªasno±¢ ortogonalno±
i funk
ji bazo-wy
h Pn (142) nast�puj¡
o
an =

2n+ 1

2

∫ π

0
f(θ)Pn(cos θ) sin θ dθ (144)Funk
je Legendre'a drugiego rodzaju obli
za si� ze wzoru [?, ?℄

Qn(u) = AnPn(u)

∫ u

λ

ds

(1 − s2)(P 2
n(s))

(145)który wynika z metody reduk
ji rz�du liniowego równania rz�du drugiego gdy jedno zrozwi¡za« tego równania jest znane, w tym wypadku Pn(u) Przykªadowo dla |u| < 1otrzymujemy
Q0(u) =

1

2
ln

∣

∣

∣

∣

1 + u

1 − u

∣

∣

∣

∣

, Q1(u) =
1

2
u ln

∣

∣

∣

∣

1 + u

1 − u

∣

∣

∣

∣

− 1 (146)Funk
je Legendre'a drugiego rodzaju Q(u) maj¡ osobliwo±
i w punkta
h u = 1 i u =
−1. Od rozwi¡zania, opisuj¡
ego zagadninie �zyv
zne wymaga si� dodatkowo aby byªyograni
zone. St¡d zmuszeni jeste±my funk
je Legendre'a drugiego rodzaju Q(u) pomin¡¢w dalszy
h rozwa»ania
h przyjmuj¡
 Bn ≡ 0. Ogólne rozwi¡zanie równania Lapla
e'a zsymetri¡ azymutaln¡, nie zale»ne od zmiennej φ, wyra»a si� wi�
 nast�puj¡
o:

ϕ(r, θ) =
∞
∑

n=0

(

Cnr
n +Dnr

−(n+1)
)

Pn(cos θ) (147)gdzie wspóª
zynnikiCn i Dn nale»y okre±li¢ z warunków brzegowy
h.Aby z rozwi¡zania ogólnego (147) wydoby¢ rozwi¡zanie opªywu kuli, nale»y okre±li¢ wspóª-
zynniki Cn, Dn, z warunków brzegowy
h. Przypomnijmy, »e poten
jaª pr�dko±
i musi by¢Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 27



4 OP�YW KULI STRUMIENIEM JEDNORODNYMspeªnia¢ ϕ → Ux1 gdy r → ∞. Poniewa» x1 = r cos θ) ≡ rP1(cos θ) to z równania (147),wynika »e dla C1 = Ur a pozostaªe warto±
i wspóª
zynników Cn dla n > 1 s¡ równe zero.Ponadto, »¡damy aby ∂ϕ/∂r dla r = a byª równy zero. Mamy wi�

UP1(cos θ) −

∞
∑

n=0

(

(n+ 1)Dna
−(n+2)

)

Pn(cos θ) = 0 (148)Mno»¡
 skalarnie równanie (148) przez Pn(cos θ) (mno»ymy stronami przez Pn sin(theta)i 
aªkujemy w przedziale [0, π]), oraz korzystaj¡
 z ortogonalno±
i (142) otrzymujemy, »e
D1 = Ua3/2. Poten
jaª opªywu kuli dla zagadnienia (??) ma posta¢

ϕ = Ur(1 +
a3

2r3
) cos θ (149)Pole pr�dko±
i jest równe

v = ∇ϕ = (vr, vθ, vφ) =

(

∂ϕ

∂r
,

1

r

∂ϕ

∂θ
,

1

sin θ

∂ϕ

∂φ

)

=

=

(

U(1 − a3

r3
) cos θ, −U(1 +

a3

2r3
) sin θ, 0

) (150)W sz
zególno±
i na powierz
hni kuli (r=a) mamy
vr = 0, vθ = −3

2
U sin θ, vφ = 0 (151)Ci±nienie na na powierz
hni kuli wyra»a si� wzorem (porównaj (39))

p = pc −
9

8
ρU2 sin2 θ (152)gdzie pc wyra»a si� na mo
y równania Bernoulli'ego jako pc = p∞+(1/2)ρU2. Wspóª
zynnik
i±nienia cp, pojawiaj¡
y si� 
z�sto w zastosowania
h, równa si�

cp =
p− p∞
1
2ρU

2
= 1 −

(vθ

U

)2
= 1 − 9

4
sin2 θ (153)Znaj¡
 rozkªad 
i±nienia na kuli mo»emy wyzna
zy¢ siª� wywieran¡ przez 
ie
z na kul�(rys. ??)

F =

∫

S

−pn dS (154)gdzie wektor normalny do kuli n = er(θ). Skªadow¡ siªy wzdªu» osi x1 otrzymujemy mno»¡
skalarnie siª� F przez wektor jednostkowy e1, a ilo
zyn n · e1 = cos θ

F · e1 =

∫

S

−pn · e1dS =

∫ π

0
(pc −

9

8
ρU2 sin2 θ) cos θ2πa sin θ (adθ) =

= aπ

∫ π

0
pc sin 2θdθ − 9

8
ρU2

∫ π

0

1 − cos 2θ

2
sin θdθ = 0

(155)28 Henryk Kudela
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Rysunek 12: Wektor normalny n do powierz
hni sfery wraz z element powierz
hni dS =
(adθ)2πa sin θPodobnie li
z¡
 skªadow¡ siªy dziaªaj¡
¡ w kierunku e2 otrzymamy równie», »e F · e2 = 0.St¡d F ≡ 0. Fakt ten, rze
zy rze
zywistemu do±wiad
zeniu. Dlatego te» nazywa si� para-doksem d'Alamberta. Jest to konsekwen
j¡ przyj�
ia poten
jalno±
i ru
hu pªynu. Zerowasiªa oddziaªywania pªynu na 
iaªo, w ru
hu trójwymiarowym nie zale»y od ksztaªtu 
iaªa.Linie pr¡du otrzymane na podstawie pola pr�dko±
i wraz z liniami staªego poten
jaªuprzedstawiono na rysunku 13. Ze wzoru (149) wynika, »e wypadkowy poten
jaª zagadnie-nia opªywu kuli pªynem nielepkim jest superpozy
j¡ poten
jaªu przepªywu równomiernego
ϕJ = Ux1 = Ur cos θ oraz dipola ϕd = −µx1/(4πr

3),
ϕd = ϕJ + ϕd = Ur cos θ + µ

−x1

4πr3
(156)gdzie intensywno±¢ dipola µ = 4πUa3/2.Powy»sza analiza do zwi¡zana z rozwi¡zaniem równania Lapla
e'a pozwoliªa na wyzna-
zenie kierunku i intensywno±
i momentu dipolowego µp = µ(−1, 0, 0). Zwró¢my uwag�,»e dipol skierowany jest prze
iwko napªywaj¡
emu strumieniowi. Jego intensywno±¢ i kie-runek musi zapewni¢ zerowanie si� skªadowej normalnej pr�dko±
i na powierz
hni kuli.Opró
z opªywu dipola strumieniem jednorodnym prakty
zne zastsowania znajduje opªywstruemieniem jenordnym ¹ródªa lub dwó
h ¹ródeª o prze
iwny
h znaka
h umiesz
zony
hw odlegªo±
i na osi x1. Pierwszy przypadke daje obraz przepªywu wokóª t�pego póª nie-sko«
zonego 
iaªa z osi¡ symetria (póª niesko«
zone 
iaªo Rankine'a oraz owal Rankine'a)Linie pr¡du wyzna
zy¢ mo»na z równania ró»ni
zkowego

dr
(

1 − a3

r3

)

cos θ
=

rdθ

−
(

1 + a3

2r3

)

sin θ
=
dφ

0
(157)Linie pr¡du le»¡
e w pªasz
zy¹nie φ = const. mo»na wyzna
zy¢ z równania ró»ni
zkowego

2 cos θ dθ

sin θ
=

(

1

r
− 3r2

r3a3

)

dr (158)Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 29



Ru
h pªynu wywoªany ru
hem kuli
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Rysunek 13: Linie pr¡du (linie ze strzaªkami) wyzna
zone na podstawie pola pr�dko±
i(150) wraz z liniami staªego poten
jaªu (linie szare).Równanie ró»ni
zkowe (158) mo»na s
aªkowa¢
ln sin2 θ = ln

r

r3 − a3
+ lnC (159)Z powy»szego równania mamy

C = (r2 − a3

r
) sin2 θ (160)Dla r = a, linia pr¡du le»y na powierz
hni kuli(C = 0).4.1 Ru
h pªynu wywoªany ru
hem kuliDysponuj¡
 rozwi¡zaniem ogólnym równania Lapla
e'a (147) ªatwo jet otrzyma¢ rozwi¡-zanie doty
z¡
e ru
hu kuli w nieograni
zonej przestrzeni wypeªnionej pªynem. Pry poru-szaj¡
ej si� kuli z pr�dko±
i¡ vk = (U, 0, 0) »¡damy aby pªyn w niesko«
zono±
i byª wspo
zynku. Na powierz
hni kuli warunek brzegowy dla pr�dko±
i ma posta¢:

n · (v − vk) = 0 (161)Warunek na poten
jaª przyjmuje posta¢
∂ϕ

∂r
= cos θ (162)30 Henryk Kudela



Ru
h pªynu wywoªany ru
hem kuliRozwi¡zanie równania (147) z warunkiem (162) oraz ϕ→ 0 gdy r → ∞ daje
ϕ = −Ur a

3

2r3
cos θ (163)Poten
jaª (163) odpowiada dipolowi o kierunku osi x1 i intensywno±
i µ = 4πUa3/2.Wykresy linii staªego poten
jaªu wraz liniami pr¡du wyzna
zonymi na podstawie polapr�dko±
i przedstawiono na rysunku 14
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Rysunek 14: Linie pr¡du (linie ze strzaªkami) wyzna
zone na podstawie pola pr�dko±
i(150) wraz z liniami staªego poten
jaªu (linie przerywane).
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