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1 Roéwnania Eulera ruchu cieczy nielepkiej

Aby rownanie podane przez Cauchy’ego moglo by¢ zastosowane do osrodka ptynnego,
przez ktory rozumie sie zaréwno ciecz jak i gaz nalezy podac zwiazek sktadowych tensora
T;j innymi zmiennymi charakteryzujgcymi parametry fizyczne o$rodka, jego wiasnosci i

zmienne od ruchu. S3 to tak zwane rownania konstytutywne .

W historii rozwoju mecha-

niki ptynéw najpierw udato sie sformutowaé¢ réwnania ruchu ptynu dla cieczy nielepkiej.
Dokonat tego pierwszy Euler w roku 1751. W réwnaniach podanych przez Eulera jedynymi
sitami powierzchniowymi sg sity sciskajace, czyli dowolna objetos¢ elementu ptynu podlega
kompresji. Sity te zawsze sa prostopadte do brzegu ograniczajacego dang objetosc.



1 ROWNANIA EULERA RUCHU CIECZY NIELEPKIEJ

Definicja 1.1. Ptynem doskonatym nazywamy ptyn, w ktorym nie wystepujg naprezenia
styczne, to znaczy wektor naprezen powierzchniowych ma postac

t=—pn (1)
czyli T - n jest zawsze rownolegle do n i ma postac
T = —pl (2)

Zalozenie, ze naprezenia w cieczy sa zawsze prostopadle do powierzchni, jest pewna
idealizacja. Dlatego osrodek plynny z tak okreslonym tensorem naprezen nazywa sie ply-
nem doskonalym. Pominieto lepkos¢ ptynu, ktéra powoduje,ze miedzy elementami ptynu
pojawiaja sie naprezenia Scinajace. Skalar p(x,t), opisujacy gestos¢ (intensywnosc) sity po-
wierzchniowej, N/m?, nazywa sie cignieniem. Odwotujac sie do natury fizycznej ptynow
nalezy stwierdzi¢, ze w osrodku plynnym zawsze istnieje ci§nienie. Jest to podstawowa, po-
dobnie jak gesto$¢, cecha osrodka ptynnego. Cidnienie jest wynikiem molekularnej natury
materii. Dowolny element poweirzchni zanurzonej w osrodku ptynnym na wskutek termicz-
nego ruchu molekut doznaje sit od otaczajacego osrodka na wskutek zderzen molekum z ta
czedcig powierzchni. Na kazdy element tej powierzchni, niezaleznie od jej orientacji, dziata
sita dF = —pndA. Nalezy uzmystawiaé sobie fakt, ze ci$nienie, jako gestosé sity powierzch-
niowej, nie mozna pomierzy¢ bezposrednio ale mozna dokona¢ pomiaru jego réznicy. W
praktyce inzynierskiej, powszechnie pomiaru réznicy ci$nienn dokonuje sie wzgledem cisnie-
nia otoczenia (atmosferycznego).Jest to tak zwane ci$nienie wzgledne. Dokonuje sie tez
niekiedy pomiaru roéznicy ci$nienn wzgledem prézni, gdzie nie ma osrodka materialnego, a
ci$nienie jest rowne zero. Wtedy ci§nieniem nazywane jest absolutnym lub bezwzglednym).
Roéwnania ruchu plynu cieczy doskonalej, nazywane rownaniami Eulera, ze wzgledu na to,
ze dla tensora postaci (2) zachodzi Div T = —Vp sa postaci

d’UZ' 8p .
— = —pf; + — =1,2,3 3
p dt pfl + 8[];27 ? 9 9 ( )
lub rozpisujac pochodna substancjalng po lewej stronie w postaci
0vi ., Oui O 193 (4)

p(E +Uja7j =—pfi— oz,

Niewidomymi w réwnaniach (3) sa (vi,v2,v3,p,p). A wiec mamy pie¢ niewiadomych. Do
rownan (3) nalezy dolaczy¢ rownanie cigglosci, wyrazajace wyrazajace zasade zachowania
masy % + pdivv = 0 oraz dodatkowo uzupelni¢ zwigzkami termodynamicznymi, tak
zwanym roéwnaniem stanu, okreslajacym zaleznos¢ pomiedzy cisnieniem a gestoscia ptynu,
na przyktad dla stalej temperatury takie rownanie moze mie¢ posta¢ p/p = cont itp. Dla
cieczy niescisliwej i jednorodnej (p = const.) uklad rownan opisujacy ruch cieczy wraz z
warunkiem poczatkowym i brzegowym na ciele stalym jest postaci:

ov

pa—l-(v-V)v:—pf—Vp

divv =0
v(x,0) = vy
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Roéwnanie ruchu cieczy nielpekiej w formie Gromeki-Lamba

Rownania (5), wraz z warunkami brzegowymi nazywa sie zagadnieniem Cauchy’ego, ktore
stanowi kompletny opis ruchu cieczy niescisliwej, jednorodnej. Dla przeptywu tréjwymiaro-
wego v = (v1, g, v3) zagadnienie istnienia roziwazania sjest dowiedzione tylko dla ktotkiego
przedzialu czasu. Dla Dla zagadnienia dwu wymiarowego dowdd istnienia gtadkiego roz-
wigzania dla wszystkich czaséw, jako pierwszy podal polski matematyk W. Wolibner 1932
roku. [?].

1.1 Roéwnanie ruchu cieczy nielpekiej w formie Gromeki-Lamba

Rownanie Eulera (5) mozna przeksztalci¢ do innej, bardzo uzytecznej formy. Ponizsza
tozsamos¢ wektorowa

1

(V-V)V:V(2

V) +wxv 9)

pozwala zapisa¢ rownanie Eulera (5) w nastepujacej formie:

\% 1,
— Xxv=-=V(zv") —pf -V 10
pgp Twxv (Gv7) —»r p (10)
W szczegbdlnym przypadku, gdy zewnetrzna sita masowa ma potencjat f = —V &, na przy-

ktad w polu grawitacyjnym & = gxs, to powyzsze réwnanie ruchu cieczy nielepkiej o statej
gestosci p mozna dalej przeksztalci¢ do postaci

ov v?2 P

— twxv=—-V(—=— d 4 = 11
Warunek v - n = 0 na brzegu ciata stalego fizycznie oznacza brak przeptywu przez sciane.
Rownanie ruchu w postaci (11) mozna zapisa¢ nie tylko dla cieczy niescisliwej i jednorodne;j
(p = const.), ale rowniez dla przepadku cieczy barotorpowej to jest takiej gdy gestos¢ ptynu
zalezy od ci$nienia p = p(p). Wtedy do rozwazan wprowadza sie tzw. funkcje cisnienia

[P dp
P(p) = / 5 (12)

Dla tak okreslonej funkcji ci$neinia zachodzi

dP 1
VP(p) = %Vp = ;Vp (13)

Dla plynu barotorpowego rownanie (11) przyjmuje postaé
o 2
S WXV ==V(T+p2+P) (1)

Rownania ruchu w postaci (117) lub (11) nazwa sie rownaniami (formg) Gromeki—Lamba.
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Roéwnanie Helmholzha transportu wirowosci dla ptynu nielepkiego

1.2 Roéwnanie Helmholzha transportu wirowoéci dla plynu nielepkiego

Rownania (11) lub (11’) mozna przedstawic¢ nastepujaco

0
—V—l—wxv:—V(B) (117)
ot

gdzie B = v; + p® + P nazywa sie tdjcztonem Bernoulli’ego. Z powyzszego réwnania

(11”) wynika, ze jego lewa strona, w ktorej wystepuja wielkosci kinematyczne, predkosé i
wirowos¢, jest polem potencjalnym, czyli dajacym sie przedstawié¢ jako gradient z pewnej
funkcji skalarnej. Znaczy to, ze lewa strona réwnania jest bezwirowa i musi zachodzié¢

rot(g—: +wxv)=0 (14)
lub inaczej
aa—j +rot(wxv)=0 (15)

Wynika stad, ze nie kazde pole predkosci moze by¢ realizowane dla ptynu doskonalego,
barotropowego w potencjalnym polu sil masowych, ale tylko takie ktoére spelnia réwna-
nie (15). Rownanie (15) mozna przeksztalci¢c dalej wykorzystujac nastepujaca tozsamosé
wektorowa:

rot(wxv)=(v:-Viw— (w:-V)v+wdivv — vdivw (16)

Poniewaz divw = 0 to wykorzystujac (16) wzor (15) mozna zapisac
%—(;—F(V-V)w:(w-V)v—wdivv (17)
Zauwazajac, ze lewa strona wyraza pochodng substancjalng rownanie (17) przyjmuje postac
(Z—c; =(w-V)v—-wdivv (18)

Rownanie (18)po raz pierwszy wyprowadzone przez Friedmana nosi nazwe rownania dyna-
micznej mozliwosci ruchu. Pierwszy czlon prawej strony rownania (w - V)v opisuje zmiane
wektora v wzdluz kierunku wektora wirowosci w poniewaz odpowiada to projekcji gra-
dientu predkosci na kierunek wektora w. Czton ten mozna przedstawi¢ jako

(w-V)v=D-w (19)

gdzie D jest tensorem szybkosci deformacji. Opisuje on efekt deformacji pola wirowosci w.

Dzialanie cztonu (w - V)v na pole wirowosci popularnie nazywany jest efektem rozciagania

linii wirowych. Drugi z czlonéw po prawej stronie rownania (18) (—w divv) okresla efekt
o

§cisliwosci. Biorac pod uwage fakt, ze divv = —%i—t oraz dzielac rownanie (18) obustronnie

przez p mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci

d [w w

—|—=)=(—-V)v 20

F(2)-w (20)
Jako szczegdlny przypadek rownania (17) lub (20) stanowi rownanie ewolucji wirowosci dla
ruchu niescisliwego (divv = 0) w postaci

dw
T (w-V)v (21)

Rownanie (21) nazywane jest rdwnaniem Helmholtza transportu wirowsci.
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Dekompozycja pola wektorowego na cze$¢ niescisliwa i gradientowa

1.3 Dekompozycja pola wektorowego na cze$é¢ niesci§liwg i gradientowa

Dla dynamiki ptynu niescisliwego, cisnienie p(x,t) jest zmienng, ktora nie ma zwiazkow ter-
modynamicznych z innymi parametrami fizycznymi o§rodka takich jak gestosé czy tez tem-
peratura. W praktyce numerycznej, wyznaczenie ci$nienia z rownan (5) nastrecza pewne
ktopoty, ze wzgledu na to, ze warunki brzegowe i poczatkowe stawia sie tylko dla pola
predkosci. Aby zbadaé, role ci$nienia w ruchu niescigliwym wykorzystamy dekompozycje
Hodge’a | |, ktore stanowi pewna szczegdlng forme twierdzenie Helmholtza o rozkladzie
pola wektorowego, o ktérym powiemy nieco pdzniej.

Twierdzenie 1.1. (Dekompozycja Hodge’a) Dowolne pole wektorowe v zadane na jedno-
spdjnym obszarze 2, o gltadkiem (regularnym) brzegu OS2, mozna przedstawi¢ jednoznacznie
w postact sumy pol ortogonalnych w sensie przestrzeni Lo w postaci

v=uy+Vp (22)
gdzie w obszarze Q) div ug = 0 oraz ug - n = 0 na brzegu ON).

Dowdéd. Pokazemy jak mozna otrzymac pola ug oraz Vp. Dzialajac operatorem dy-
wergencji obustronnie na rownanie (22) otrzymujemy zagadnienie Neumanna dla funkcji

b

Ap =div v (23)
9p
movn na brzegu 02 (24)

Wiadomo [?], [?], ze zagadnienie Numanna (23) ma jednoznaczne rozwiazanie z doktad-
noscia do stalej pod warunkiem, ze spelniony jest warunek rozwiazywalnosci zagadnienia
Numanna, kéry ma w tym przypadku postac

/ div vdv = / v - ndS (25)
Q o0

Warunek (25) jest jednak spelniony w trywialny sposob jako konsekwencja twierdzenia
Gaussa . Dysponujac funkcja skalarng p pole wektorowe uy mozna otrzymaé jako uy =
v — Vp. Latwo sprawdzié¢, tak wyznaczone pole wektorowe spelnia warunki twierdzenia:
div ug = 0 oraz ug - n = 0. Ortogonalnos¢ pol uy oraz Vp czyli

/ u;Vp dv =0 (26)
Q

wynika z nastepujacych tozsamosci
div (p ug) = pdiv u 4+ uy- Vp

Calkujac powyzsze rownanie stronami pamietajac, ze div ug = 0 otrzymujemy

/div (puy) dv:/ud-Vde:/ puy - ndS =0
Q Q [2)9]
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Metoda projekcji numerycznego rozwigzywania rownania ruchu cieczy nielepkiej i
niescisliwej

poniewaz na brzegu uy - n = 0.
Jednoznaczno$¢ wynika z ortogonalnosci pol Vp i uy. Zaldézmy, ze istniejg dwa rézne roz-
ktady pola v =u1q + Vp1, v = ugg + Vps (23). Wtedy roznica tych rozkltadow daje

0=1wuq —ugs+ V(p1 — p2) (27)

Mnozac sklaranie rownanie (27) przez ujg — ugg otrzymujemy

0= /Q (’uld - 112d’2 + V(p1 — p2) (w1q — uzd)) dv

:/ lurg — ugql? dv
0

Poniewaz wyrazenie podcatkowe (27) jest funkcja dodatnia, stad wynika, ze ujg = ugq i
réwniez Vp; = Vpo) i p1 = pa + constant. m Tak wiec w przestrzeni funkcji L2 wektor
mozna geometrycznie przedstawi¢ jak na rysunku 1.

(28)

_ pole gradientow

po'dprzestrzer’)
wektorow div u=0

Rysunek 1: Rozktad wektora v =ug + Vp.

1.4 Metoda projekcji numerycznego rozwigzywania r6wnania ruchu cie-
czy nielepkiej i niescisliwej

Fakt, ze rozkltad jest jednoznaczny pozwala na wprowadzenie operatora rzutowania P wek-

tora v na podprzestrzeni wektoréw bezdywergencyjnych

P(v) = uy (29)
A wiec gradient Vp mozna przedstawié jako
I-P)v=Vp (30)

Ortogonalno$é¢ poél Vp oraz uy i wprowadzenie operatora rzutowania P lezy u podstaw,
obecnie jedna z najbardziej popularnej metody numerycznego rozwiazywania réwnan ru-
chu cieczy dla tzw. zmiennych pierwotnych (p,v). Metode po raz pierwszy przedstawili
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Metoda projekcji numerycznego rozwiazywania rownania ruchu cieczy nielepkiej i
niescisliwej

A.Chorin [?,?]. Metoda nazywana jest metoda rzutowania. Moze by¢ wykorzystywana do
rozwiazywania réwnan ruchu cieczy nielepkiej |?] ale przede wszystkim jest uzywana do
rozwiazywania rownan ruchu ptynu lepkiego |?,7?], o ktorych bedziemy mowili nieco p6z-
niej. Idea algorytmu obliczeniowego przedstawimy réwnania dla cieczy nielepkiej. Jezeli
zdzialamy operatorem rzutowania P na obie strony rownania (5) otrzymamy:

88_: =P (—v-V)v (31)
W réwnaniu projekeyjnym (31) nie wystepuje juz cisnienie. Mozna si¢ wiec postuzy¢ row-
naniem (31), bez ci$nienia, a nastepnie probowaé odzyskaé czes¢ gradientows rozwiazania.
Dla zaprezentowania idei w mozliwie najprostszy sposéb postuzymy sie jawnym schema-
tem réznicowym. Zaklada sie, ze znane jest pole predkosci i cienienia na warstwie czasowej
t" = nAt p",v", div v = 0. Nalezy wyznaczy¢ pole predkosci i pole ci$nieri w czasie
t"t1 = " + At. Pochodng po czasie zastepujemy ilorazem roznicowym. Aproksymacja
réwnania pedu (5) na warstwie t"*! przyjmuje postac:

V= v A (V' V)VE - At VP 4 Atpf (32)

Podstawowym jednak problemem w bezposrednim zastosowaniu réwnania (32) jest fakt,
ze div vt =£ 0, a wiec nie spelniona jest zasada zachowania masy, a ponadto pojawiaja
sie ktopoty z obliczeniem cisnienia p"*! na nowej warstwie czasowej. Brak jest réwnania
opisujacego ewolucje cisnienia w czasie. W tym momencie mozemy sie postuzy¢ dekom-
pozycja Hodge’a. Wprowadzamy do rozwazan przejsciowe pole predkosci, ktére bedziemy
oznacza¢ v*. Wyznaczamy je z réwnania:

v =v" — At (v - V)V" — At Vp" + Atpf (33)

Pole v* nie spelnia rownania ciagtosci (div v* # 0). Zwroci¢ uwage ,ze cinienie w rowna-
niu (33) wystepuje na warstwie n. Pole predkosci v* rozktada sie na czes$¢ bezdywegencyjna
i czesé gradientows z pewnej funkcji ¢. A wiec

v =v"t L Vo (34)

Zadamy aby div v"*! = 0. Dzialajac operatorem div na obie strony réwnania (34) otrzy-
mamy réwnanie Poissona dla funkcji ®

A® = div v* (35)
0P

%’ag =v'-n (36)

Wartosé predkosé dla chwili 1 otrzymujemy z réwnania (34), a mianowicie v**! = v* —

V&, a cisnienie, wobec jawnego schematu réznicowego mozna wyznaczy¢, z doktadnoscia
do stalej, po odjeciu stronami réwnan (32) i (33) jako

iiJ
n+l _  n il
=D (37)

Warto zwroci¢ uwage na fakt, ze pole przejsciowe v* niesie juz pelng informacje o wirowosci
pola predkosci. Dodanie do pola v* sktadowej gradientowej (potencjalnej) nie zmienia jego
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2 PRZEPLYWY POTENCJALNE

wirowodci. Pole v* musi by¢ wyznaczane w kazdym kroku czasowym.

W zastosowaniu do przeptywow lepkich powyzszego algorytmu nalezy z pewna starannoscia
podchodzié¢ do realizacji warunku brzegowego na $cianach dla pola v*. Wynika to z faktu
ze dla cieczy lepkiej wymagamy, aby nie tylko sktadowa normalna pola predko$ci na $cianie
byla zero ale rowniez sktadowa styczna |?,7?,7]. Godnym polecenia jest jest raport [?| w
ktorej autorzy zastosowali i podali kod w jezyku Fortran do rozwiazywania réwnan ruchu
cieczy lepkiej niescidliwej w dwoch wymiarach wykorzystujac jawny schemat obliczeniowy
z metode projekcji. Kod obliczeniowy jest przejrzysty i niewielkich rozmiaréw. Mozna go
tatwo zaadoptowaé¢ do MATLABA. Stanowi bardzo dobrym punktem startowym do bar-
dziej zaawansowanych obliczen. Raport jeszcze kilka lat temu byt stosunkowo tatwo do
pozyskania od autoréow.

2 Przeplywy potencjalne

Definicja 2.1. Przeptywem potencjalnym nazywamy przeptyw ktorego pole predkosci wy-
raza sie przez gradient z pewnej funkcji skalarnej

)

Przeptywy, dla ktorych rot v = 0 nazywamy bezwirowymi. Poniewaz rot (V¢) == 0
wiec przeplywy potencjalne sg przeplywami bezwirowymi.
W obszarze jedno spéjnym warunek rot v = 0 implikuje istnienie funkcji skalarnej ¢ takiej,
ze zachodzi (38).
Wyznaczenie stacjonarnego przeptywu potencjalnego i niescigliwego div v = 0 sprowadza
sie do wyznaczenia rozwigzania rownania Laplace’a Ap = 0.

Twierdzenie 2.1. Niech v = Vo bedzie stacjonarnym, niescisliwym polem predkosci o
statej gestosci a sit y masowe niech majg potencjat @, £ = —V®. Pole predkosci u = Vo
spetnia rownanie Eulera (3) z funkcjq cisnienia

pv?

pz—T—i-pCI)—i-c (39)

gdzie v* = v} +v3 4 03, ¢ jest dowolng stata.
Dowdd. Rownanie Eulera (3) wraz z rownaniem ciagtosci ma postac

ov
port (v-V)v=-Vp

divv=0

7 zalozenia, ze przepltyw jest stacjonarny, mamy %—‘t’ = 0. Skorzystamy dalej z nastepujacej
tozsamosci wektorowej

(v-V)v = %V(VQ) Fwxv (40)
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Energia kinetyczna ruchu potencjalnego i twierdzenie Thomsona

Rownanie Eulera , ze wzgledu na to, ze w = rot v = 0 przyjmuje postac:

1
p5V(v?) = =Vp— pVe (41)

Przenoszac wyrazenia z operatorem V na jedng strone otrzymuje sie

1
V(p+p5(v?) +p®) =0 (42)
Stad teza twierdzenia p = —%2 +pP+c m
Nalezy podkresli¢ przyjemna konsekwencje faktu zatozenia o ruchu bezwirowym. Pozwolito
to na sprowadzenie rozwigzywania nieliniowego réwnania Eulera do rozwiazywania rowna-
nia Laplace’a (liniowego).

2.1 Energia kinetyczna ruchu potencjalnego i twierdzenie Thomsona

Podamy teraz kilka twierdzen i wzoréw, ktore beda charakteryzowaé przepltywy poten-
cjalne. Najpierw wyprowadzimy wzor na energie kinetyczna ruchu potencjalnego. Bedziemy
przyjmowac, ze ruchu cieczy jest niescisliwy , a wiec potencjal predkosci spelnia réwnanie
Laplace’a A¢ = 0, a pole predkosci v = V¢ rownanie Eulera (3). Dalej skorzystamy z
pierwszej tozsamosci Greena przytoczonej w rozdziale I (patrz rozdziat I rownanie (77))

oY
VoV A1) dv = —
/Q( oV + pAY) dv /mgpan

ds (43)

Lemat 2.1. Energia kinetyczna w przeptywie potencjalnym wyraza sie wzorem
1 1 1 Op
Ep =~ 2dv = -p [ |Ve]*d :—/ —LdS 44
K QP/QVU 2,0/leolv 3” |0 Pan (44)

Dowdd. Jezeli w réwnanie (43) pomnozymy stronami przez %p, oraz przyjmiemy Y = @
od razu otrzymujemy teze lematu M

Energia kinetyczna przepltywu potencjalnego (44) wyraza sie przez catke powierzch-

niowa po brzegu obszaru 0f2. Jezeli na zamknietej powierzchni 92 = S sktadowa normalna,
g—i = v -n = 0 lub warto$¢ potencjatu na brzegu 92 ¢ = 0 to ptyn bedzie pozostawal w
spoczynku. Mowi sie,ze przeptyw bezwirowy w obszarze jednospdjnym, w ktorym brzeg jest
nieruchomy jest niemozliwy.
Ponizej udowodnimy twierdzenie nazywane zasada minimum dla energii ruchu potencjal-
nego. Moéwi ono, ze przeplyw potencjalny ma najmniejsza energie kinetyczng, sposrod
wszystkich mozliwych przeptywow, ktore spelniaja te same warunki brzegowe i réwnanie
ciggtosci.

Twierdzenie 2.2. Niech v(x,t) = Vo bedzie polem predkosci przeplywu potencjalnego w
obszarze ograniczonym 2 oraz niech v'(x,t) bedzie dowolnym innym polem predkosci, ktore
spetnia te same warunki brzegowe na brzegu 02 co pole potencjalne, a wiec

/ _ Jip

vi-n n na 0N
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Roéwnanie Bernoulli’ego

oraz v/ spetnia réwnanie ciggtosci
dive' =0 w
Wtedy zachodzi
/ vy > / Vo[2dv (45)
Q Q

Dowo6d. Rozwazmy réznice

/ v — v|*dv = / |v/|? —I—/ |Vl2dv — 2/ v - Vodv (46)
Q Q Q Q

Ostatnia catka w powyzszym wyrazeniu daje si¢ zamieni¢ na caltke powierzchniowa

/ v/ - Vodv = / div(ev')dv = / ov' - ndS = gpa—(pdS = / |V|?dv
0 0 o0 aq On 0

Stad ostatecznie rowanie (47) przybiera postaé

/]v’—v\2dvz/ ]v'\2dv—/ |Ve|?dv (47)
Q Q Q

Poniewaz catka po lewej stronie rownania jest zawsze dodatnia, stad wynika (45). m

2.2 Roéwnanie Bernoulli’ego

Jednym z podstawowych narzedzi pozwalajacych bada¢ ruchu ptynu nielepkiego stanowi
rOwnanie Bernoulli’ego. Matematyczna réwnanie to wyraza calke pierwsza réwnania Eu-
lera. Calka ta ma popularng, fizyczng interpretacje jako rownanie zachowania energii.
Roéwnanie ruchu dla ptynu nielepkiego dopuszcza istnienie catek pierwszych w nastepuja-
cych przypadkach:

e dla przeptywu ustalonego

e przeplywu potencjalnego

Najpierw rozpatrzymy przepltyw ustalony (%ﬁj = 0 dla p = cost.. Dla przeptywu ustalonego

réwnanie Eulera ma postaé

2
wxv:—V(%—i-pCI)—i-%) (48)

Jak wiemy, iloczyn wektorowy w X v jest zaré6wno prostopadty do wektora v jak i w. Mnozac
skalarnie rownanie (48) przez jednostkowy wektor styczny do linii pradu e, otrzymujemy

o v? D
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Twierdzenie Kelvina o cyrkulacji pola predkosci

Pochodna %—g = VB - ey jest pochodna kierunkowa w kierunku linii pradu. Z réwnania
(49) wynika, ze wzdtuz linii pradu funkcja B zachowuje swoja wartos¢

v p
B=— b — =
F et =C (50)

Stata C' po lewej stronie rownania (50) moze przyjmowac rozne wartosci na réznych liniach
pradu. Podobny wniosek mozna sformutowaé, dla linii wirowej, to znaczy linii stycznej to
pola wirowosci w. Mnozac skalarnie rownanie (48) przez jednostkowy wektor e,, mozna
wywnioskowaé, ze wzdtuz linii wirowych funkcja B(x1,x2,x3) zachowuje swojg wartosé.
Dalej dowiemy sie , ze linie wirowe sa unoszone przez przeplyw. Tak wiec powierzchnia
B(x1,2z2,23) = C utworzona jest z linii pradu i linii wirowych. Powierzchnia ta nazywana
jest powierzchnig Bernoulli’ego.

. linie pola wirowego
e v

2 .y
e, Powierzchnia Bernoulli’ego
=const
Rysunek 2: Powierzchnia Bernoulliego B(z1,z2,23) = C utworzona przez rodzine linii

pradu i linii pola wirowosci

2.3 Twierdzenie Kelvina o cyrkulacji pola predkosci

Przypomnijmy (vide rozdzial 5), ze cyrkulacja I" pola predkosci v nazywamy catke liniowa
wzdtuz zamknietej krzywej C

T = y{ v - s%ds = y{ (vldx + vodzy + Ugdajg) (51)
C C

gdzie ¢ oznacza catke wzdluz zamknietej krzywej C a s°ds = (dx1, dza, dxg jest elementem
krzywej, po ktorej odbywa sie catkowanie. Dalej bedziemy interesowac sie cyrkulacja wzdtuz
krzywej, ktora unoszona jest przez przeptyw, a wiec C; = ®(C,,). krzywa C; utworzona
jest z tych samych czastek. Mowimy, ze krzywa C' jest krzywa materialna (rys. 77).

Twierdzenie 2.3. (Kelvin 1869) W ruchu cieczy doskonalej, niescisliwej lub barotropowej
(p = p(p)), w potencjalnym polu sit cyrkulacja nie zalezy od czasu czyli

ar

5 =0 (52)
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3 TWIERDZENIE HELMHOLTZA O ROZKLADZIE POLA
WEKTOROWEGO

trajektoria Gt
czqstki

czqstka o
G(0)

Rysunek 3: Krzywa C unoszona przez pltyn (krzywa materialna)

Dowadd. Do dowodu twierdzenia wykorzystamy nastepujgcy wzor

gy{ v'ds:% d—V-ds (53)
dt ®(0) &(0) dt

Aby wykazaé prawdziwosé wzoru (53) musimy najpierw dokonaé zamiany zmiennej w
ten sposdb, aby mozna byto rézniczkowaé pod znakiem catki. Przyjmigmy, ze krzywg C ma
przedstawienie parametryczne C = ¢(a),0 < a < 1. Wiedy

d d ! P
a %I.(C) v-ds = a /0\ V((ﬁ(a), t)%é((ﬁ(a% t)da —

Czton (V%V(@(@(a), t))) da = d(3v?). Calka z rézniczki po krzywej zamknictej jest réwna
zeru. Stad wynika wzor (53).
Zwrdéémy uwage, ze zaltozenia twierdzenia Kelvina zapewniajg bezwirowo$é pola przyspie-

szen, cxyli V X C(li—;’ = 0. Inaczej %—‘t’ = —VH gdzie H = I—pj — ® dla ptynu niescisliwego lub
H =P — & dla pltynu barotorpowego. Tak wiec
r
d—:}{ d—".ds:—jé dH =0 (55)
dt ®(C) dt ®(C)

Stad wynika teza twierdzenia Kelvina o zachowaniu cyrkulacji. m

3 Twierdzenie Helmholtza o rozkladzie pola wektorowego

Przytoczymy jedno z najwazniejszych twierdzen rachunku wektorowego, twierdzenie Helm-
holtza o rozktadzie pola wektorowego. Z twierdzenia jasno bedzie wynikaé¢, ze znajomosé
dywergencji © = div v oraz pola wirowosci w = rot v z pewnymi warunkami brzegowymi
pozwala jednoznacznie wyznaczy¢ pole v.
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3 TWIERDZENIE HELMHOLTZA O ROZKLADZIE POLA
WEKTOROWEGO

Twierdzenie 3.1. (fundamentalne twierdzenie rachunku wektorowego)
Dowolne, rézniczkowalne pole wektorowe v takie, ze jego modul |v|,dywergencja © = div v
oraz wirowosé |w| malejq dostatecznie szybko przy x — 0o0* mozna przedstawié, z doklad-
no$cig do wektora statego, w postaci sumy pola potencjalnego (bezwirowego) vi oraz pola
solenoidalnego (niescisliwego) vo

VvV =vV]+ Vo (56)

gdzie
rot vi =0, div vo =0 (57)

Dowo6d. . Najpierw skonstruujemy pole potencjalne vi na podstawie znajomosci dy-
wergencji © = div v. Wiemy,ze wirowo$¢ dowolnego pola potencjalnego (w obszarze jedno
spOjnym)jest rowna zeru. Znaczy to, ze pole vi mozna przedstawié¢ jako

vi =Vp+c (58)

gdzie c; jest wektorem stalym a ¢ jedno wartosciowa funkcja potencjalna. Dziatajac ope-
ratorem dywergencji na réwnanie (58) otrzymujemy

Ap=0 (59)

Jest to rownanie Poissona. Z twierdzenia o rozktadzie otrzymujemy

1 S)
——— | =4 60
14 47 A v ( )
Tak wiec pierwsza sktadowa v; ma postaé
1 )
vi=——V [ —dv+c (61)
47 A

Wyznaczamy teraz druga sktadowa sumy (56) vo na podstawie pola wirowosci. Wiemy z
rozdziatu 1, ze dywergencja z dowolnego pola wirowosci jest rowna zero. Poniewaz div vy =
0 wiec pole moze mie¢ reprezentacje

vo =rot ¥+ ¢y (62)

gdzie cs jest dowolna stata. Pole wektorowe W = (WU, Wy, U3) nazywa sie potencjatem wek-
torowym. Poniewaz wirowos¢ z dowolnego pola potencjalnego ¢ jest rowna zeru rot Vo = 0
wiec potencjal wektorowy wyznaczany jest z doktadnoscia do gradientu z dowolnej funkcji
¢. Istotnie, jezeli ¥/ = ¥ + V¢ wtedy

rot ¥ =rot ¥ + rot V¢ = rot ¥ (63)
Dziatajac obustronnie operatorem rotacji na réwnanie (62) otrzymujemy

rot vo = rot rot ¥ (64)

*Znaczy to v maleje jak —— gdy x| — 00,a malejg jak —t— gdy x| — oo
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Zrodto punktowe

Dalej wykorzystamy tozsamos¢ wektorowa

|rot rot ¥ = V(div ¥) — AT (65)

gdzie AV = (AW, AWy, AV3). Bez utraty ogolnosci rozwazan mozemy zatozy¢, ze div ¥ =
0. Jezeli rownosé ta nie zachodzitaby i div ¥ = ©° #£ 0, to zawsze mozemy dobraé¢ pewnag,
funkcje potencjalng ¢ tak aby ¥/ = ¥ + V¢’ bylo juz polem niescigliwym. Potencjal ¢’
otrzymujemy rozwiazujac rownanie Poissona A¢' = —O°‘. Z rownania (64) i tozsamosci (65)
wynika, ze sktadowe potencjatu wektorowego (Vq, Wy, ¥3) stanowia rozwiazania rownania

Poissona
AV, = —w; 1=1,2,3 (66)

Rozwiazania rownania (66), majac na uwadze zalozenie o dostatecznie szybkim znikaniu
pola v w nieskonczodci, mozna przedstawi¢ jako

1 wj .
VU, =— [ — =1,2,3 67
“dr o B (67)
Stad pole v mozna wyrazié¢ jako
1 w
= — t —
A\ 47Tro /D . + c2 (68)

Dodajac do siebie rownania (61) oraz (68) otrzymujemy szukany rozkltad z doktadnoscia
do stalego pola wektorowego

v=——V [ —dv+ irot — (69)
47 A 47 DA

Jednoznacznosé rozktadu mozna wykazaé¢ odwotujac sie do zasady maksimum dla réwnania

Laplace’a. A mianowicie, jezeli dla dla zadanej dywergencji © i pola wirowosci w istniatyby

dwa rozne rozklady vi + va oraz v} + v}, to roznica tych pol spelnia rownanie Laplace’a z

zerowymi warunkami brzegowymi. Stad wynika, z doktadnoscia do stalej, ze vi = v/ oraz

Vo=V, B

3.1 Zrodlo punktowe

W praktyce uzytecznym staje sie uogélnienie rownania ciaglosci przez wstawienie do prawej
strony rownania (??) objetosciowego cztonu zrodlowego

d

P pdiv v = f(x). (70)
dt

Dla ruchu ptynu niescisliwego i bezwirowego (potencjalnego) rownanie ciagtodci przyjmuje
postac:

Ap = f(x) (71)

Poszukiwanie pola predkosci wywotane takim rozktadem zrodet sprowadza sie do wyznacze-
nia potencjatu predkosci. Rozpatrzmy przeptyw wywolany umiejscowieniem w przestrzeni
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Zrodto punktowe

N

~-JNG —

/2}

zZrédio
Rysunek 4: Punkt w przestrzeni wytwarzajacy strumien objetosci ¢ nazywany zrédlo

R3 punktu, z ktorego wyplywa do otaczajacej przestrzeni niescigliwy strumien ptynu o jed-
nostkowym strumieniu objetosci(q=1), réwnomiernie wszystkich kierunkach f = ¢é63(x),
gdzie 63(x) = 6(z1)6(x2)d(x3) jest funkcja Diraca (patrz nizej) rys. 5) Jezeli otoczymy ten
punkt e-owg sfera to na mocy twierdzenia Gaussa mozemy zapisaé

q:/ v-ndS:/ divvdo=1 (72)
0B e

Jezeli przejdziemy z promieniem kuli € — 0 to w granicy otrzymamy Zrédto. Potencjal
takiego przeptywu, ze wzgledu na zalozong symetrie, powinien zaleze¢ tylko od odlegtosci
r od zrodta

r=v/(x1 — 201)2 + (22 — 02)% + (73 — 203)% = |x — X0| (73)

Wygodnie przyjaé jest do rozwazan sferyczny uktad wspolrzednych (patrz rozdzial 1).
Wiemy, ze rownanie Laplace’a we wspotrzednych sferycznych, zalezne tylko od promienia

r ma postac (126)
0 (rzg—f>
—a =0 (74)

Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja

or) =2+ (75)

Aby potencjal w nieskonczonosci mial wartos¢ zero stala B nalezy przyja¢ rowng zero.
Nie ma ona wplywu na warto$¢ predkosci poniewaz v, = g—f. Stata A mozna wyznaczy¢
z warunku, ze strumient objetosci przez powierzchnie dowolnej kuli, ktorej srodek umiesz-
czony jest w zrodle, powinien by¢ zawsze rowny jednosci. Predkos¢ radialna, prostopadta
do powierzchni kuli o promieniu R jest réwna

_oe[ A )

VR =
or|,_p R?
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Zrodto punktowe

Powierzchnia kuli wynosi 47R?. Z warunku vg4mR? = 1 bezposrednio wynika,ze stata

A= ﬁ. Predkos¢ ptynu wyraza sie wzorem
Oy 1
o 7
or  4mr? (T7)
a potencjal przyjmuje postac
1
=—— 78
o= (78)

Linie pradu wywolane Zrédlem o jednostkowej wydajnosci przedstawiaja sobg promienie
wychodzace z punktu potozenia zrodta. Predkos¢ wzdiuz promieni opisana jest wzorem
(77). Jezeli intensywnos¢ zrodta ma wartos¢ ¢ to odpowiadajacy jej potencjal ma postaé

LR N

N N s Sy
[ ‘\x\ L
o5 v \\ \

00— 1

X2

—o5F -~

—1.01\ . / \ \
1

Rysunek 5: Linie prau i potencjatu (linie przerywane) wytowrzone przez jednostkowe zro-
dto.

q
= —— 79
v 47r (79)

Jezeli g jest ujemne to w miejsc zrodla otrzymujemy upust ($ciek). Funkcja (78), ze wzgledu
na swoja doniosta role jaka odgrywa w teorii rownan rézniczkowych czastkowych nosi nazwe
rozwigzania fundamentalnego, lub funkcji Greena dla obszaru nieograniczonego. Zwroc¢my
uwage, ze funkcja Greena rézni sie tylko stala ﬁ podanych rozwiazan réwnania Lapalce’a
(7?7). Rownanie dla rozwigzania fundamentalnego, mozna z uzyciem funkcji delty Diraca
zapisa¢ jako

AG = 83 (x — %) (80)

przy czym
/ 9C s =1 (81)
9Be((z)) O
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Zrodto punktowe

Funkcja 53(:171, Z9,x3) jest nazywana jest funkcja delta-Driaca w przestrzeni trojwymiaro-
wej okreslang nastepujaco

0 224+ 23+ 23 £0
53 , , — 53 — 1 2 3 )
(z1,72,72) (x) {OO x%—kx%—i—x%:O (82)
o0 o0 o
/ / / 53(331,3;2,3:2) dwldl’gdwg =1 (83)
—o —0o0 —o
0% (w1, 2, w3) = 8(21)d(w2)d (w3) (84)
Wrtasnosci funkcji § podamy w nastepnym podrozdziale.
Funkcja G jest symetryczng funkcja dwoch argumentéow (x,x’) poniewaz r = |x — x/|.
Mozna sprawdzi¢, uzywajac argumentéw z rozdziatu 1, ze
1 1 ) 1 1 ,
V(;) =3¢ div V(;) = —A(;) = —4And(x — x) (85)

PrzesledZzmy jak przy pomocy funkcji Greena mozna skonstruowaé rozwigzanie réwna-
nie Poissona w obszarze nieograniczonym. Zal6zmy, ze w obszarze ) zadana jest funkcja
O(x1, w2, x3). Potencjal predkosci spetnia réownanie Poissona (59)

= @(azl,xg,xg) (86)

Dzielimy obszar  na male objetosci dv; i w kazdej objetosci wybieramy punkt M; o
wspotrzednych o, o5 , x5 i w kazdym takim punkcie umieszczamy zrédto o intensywnosci
q; = vy ©(x],, x5, 25 ). Prayblizone rozwigzanie w punkcie x = (21, 2, x3) otrzymujemy
biorac sume potencjatéw wszystkich elementarnych zrédet o intensywnosci g;

o Z £L‘1 7332 7x31)5vi, (87)

Q

p(x)

r; = \/(x’ll — 1) 4 (2h, — x2)? + (2, — x3)? (88)

Dokonujac coraz drobniejszego podziatu dv; — 0 w granicy otrzymujemy rozwigzanie ktore
mozemy zapisac jako (patrz (60))

- / Gx, x)O(x) dv (89)

Q
Z konstrukcji rozwigzania zrozumiatym jest dlaczego funkcja Greena nazywana jest rowniez
funkcjg zréodta. Wyraza potencjal predkosci ptynu w punkcie x wywotany jednostkowym

zréodlem umieszczonym w punkcie x’.
Sprawdzmy jeszcze, ze (89) spelnia réwnanie Poissona

= A/QG(X,X')@(X') dv’

- / AG(x,x)O(x) df = / 5(x — x)0(x') dv = O(x).
Q Q
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Funkcja delta Diraca

W powyzszym rownaniu (90) laplasian liczony jest po zminnych nie primowanych.

Jak mozna juz sie zorientowaé przy wyznaczaniu funkcji Greena dla calego obszaru (rozwia-
zania fundamentalnego) istotnym jest warunek znikania funkcji w nieskoniczonosci. Funkcja
Greena zalezy od obszaru w ktérym poszukujemy rozwiazania. Mozna wyznaczy¢ funkcje
Greena dla obszaru skoiiczonego, rozwiazujac zagadnienie

AG =6((z) — ) (91)

Glog =0 (92)

Wystarczy przyjac, ze G = 4—71”, + F', gdzie funkcja F' spelnia rownanie La place’a z warun-
kiem brzegowym Flgn = —4—71”, , czyli

AF =0 (93)

Pl =~ (94)

Aby wiec rozwigzaé rownanie Poissona w obszarze ograniczonym (2

Ap=—-06 na £ (95)
=y na brzegu 02 (96)

nalezy dodatkowo rozwigza¢ w tym obszarze rownanie Laplace’a (93) na funkcje F' i roz-
wiazanie doda¢ do funkcji Greena w obszarze nieograniczonym. Rozwiazanie wyraza sie
wzorem (60).

Rozwigzanie fundamentalne (funkcja Greena) dla rownania Poissona na plaszczyznie, jak
tatwo to wyprowadzié¢ stosujac postepowanie przytoczone powyzej ma postac:

1
Gl x) =—5-Inr, 1= \/(:171 —27)? + (22 — 75)? (97)

3.2 Funkcja delta Diraca

W dalszej czesci pracy niejednokrotnie bedziemy uzywali funkcji §. Podamy teraz kilka
istotnych informacji o tej funkcji. Potrzebe zajmowania si¢ zdarzeniami trwajacymi nie-
skoniczenie krotko, np. zderzeniem sie dwoch sprezystych czastek, zjawiskami zlokalizowa-
nymi w jednym punkcie przestrzeni np. tadunku jednostkowego, Zrédla objetosci plynu,
ktore jednak powodowalby widoczny, catkowalny efekt byt w obiegu matematycznym od
dawna ( Hermite,Cauchy, Poisson, Kirchhoff, Helmholtz, Kelvin). Jednak dopiero - funk-
cja wprowadzona i uzyta przez Diraca (1927) do zagadnienn mechaniki kwantowej(1927),
ktory zademonstrowal jej duza rachunkowa uzytecznosé i skutecznosé zyskata niebywata
popularnos¢. Ta rachunkowa skutecznos¢ doprowadzita do nagrody Nobla, ktora wraz z
Schrodingerem Dirac otrzymal 19933r w dziedzinie fizyki za odkrycie nowych, ptodnych
aspektow teorit atomow i ich zastosowanie.

Delta Diraca jest matematycznym modelem nierealizowalnego fizycznie, nieskoriczenie
waskiego impulsu wystepujacego w chwili 7 = 0, o nieskoiiczenie duzej amplitudzie i polu

rownym 1.
Sz —xp) = {0 Tt /OO 0z —x0)de =1 (98)

o0 T = xg —so
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Funkcja delta Diraca

Rysunek 6: Impuls tworzacy funkcje § jako krotki, ostry impuls. Gdy € — 0 wysokos¢
impulsu h. — oco. Pole pod impulsem jest zawsze rowne jednosci. W granicy otrzymujemy
5(t — to).

Przedzial catkowania (—oo,00) moze by¢ zastapiony przez przedzial ( xg — €, 29 + € ),
gdzie € > 0 jest dowolnie mala liczbg (patrz rys. 6). Matematycy zauwazali jednak szybko,
ze taka funkcja w sensie klasycznej analizy matematycznej nie istnieje. Badania nad 9-
funkcja doprowadzily do rozwoju nowej galtezi matematyki nazywanej teoria dystrybucji
lub teoria funkeji uogélnionych (Schwartz 1951). Formalnie, § jest liniowym funkcjonatem,
dziatajacymi na przestrzeni tzw. funkcji testowych (probnych) ¢, wszystkich funkcji gtad-
kich, posiadajacych wszystkie pochodne i zwarty nosnik, tzn. zbiér na ktérym funkcja jest
rozna od zera jest ograniczony. Dzialanie ¢ na funkcje ¢ oznacza sie jako (J, ¢). Funkcjonat
linowy przedstawiany jest w postaci catki (iloczynu skalarnego)

“+oo
(f.0) = / f(@)p(@)de (99)

—0o0

Funkcje 0 mozna uwaza¢ jako granice pewnego ciggu funkcji b dla ktorych [©_he(z) do =
1, dla kazdego ¢, a efekt dziatania na dowolna funkcje ¢, lim.—o(p, he) = ¢(0). Formalnie
mozna napisac

lim he(x) = 0(x) (100)

Przykladem takiego ciagu funkcji tworzacych § -funkcje jest funkcja prostokatna zdefinio-
wana jako 1/71I(x/7) gdy 7 — 0 a funkcja II(x) zdefiniowana jest nastepujaco

0 lz| > 1
(z) = % (101)
Innymi, popularnymi funkcjami J- tworzacymi sa
1 . 5
o) = im e (102)
0 li L %
(v) = g 5 ™ (103)
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Ao

1 Z~\

i

-—--——-[ i

L

Rysunek 7: Impuls prostokatny d-tworzacy. Szerokos¢ kazdego impulsu jest rowna 7, jego
za$ wysokos¢ jest rowna % Gdy 7 — 0 wysokos¢ impulsu dazy do nieskoriczonosci. Pole
ograniczone impulsem jest rowne 1.

Swiadomosé tego, ze dopracowano sie eleganckiej teorii matematycznej dla é—funkcji
jest krzepiaca. W praktyce, w szczegdlno$ci w naukach inzynierskich, automatyce, teorii
sterowania, fizyce, wazna jest jednak rowniez pewna sprawno$¢ operowania funkcja o(x).
Stad tez istnieje konieczno$¢ poznania pewnych regut operacyjnych zwigzanych z funkcja 9.

1. Selektywne dzialanie funkcji §(z).
Dziatanie funkcji 0 jest okreslone przez sposob w jaki funkcja §(z) zachowuje sie pod
znakiem catki. Mamy wiec

[e'e] xo+e€
/_ f(z)o(x — xo) dx:/ ) f(z)o(x — xp) da ~
e (104)
~fGao) [ 8~ w0) = flan)

0—€

Wtasnos¢ ta nazywa sie Selektywnym dziataniem funkcji §(z)"poniewaz ze wszystkich war-
tosci funkeji f(z) funkcja §(z — ) wybiera wartos¢ f(xo). Jest to jedna z najwazniejszych
wiasnosci funkeji 6(x). Z whasnosci tej wynika, ze dowolng funkcje f(z) mozna przedstawic
jako

f@) = [ e =010 de = 366, — )T (€A, (105)

2. Funkcja ¢ od zlozonego argumentu , §(g(z))
Dokonajmy podstawiania z = g(z). Wtedy dz = ¢'(z)dz, a stad dz = dz/g(z) oraz
x = g~ (2) Ponadto niech g(z;) = 0, czyli x; sa zerami funkcji g(x), z; = g~ (0). Mamy

o0 o9 > -1
| s@taan o= [~ o) St s = T o

Stad, poniewaz §(—z) = d(x), otrzymujemy

(g(z) = 5‘(5,(7;5() (107)

i

20 Henryk Kudela



Funkcja delta Diraca

W szczegolnosci

d(azx) = mé(m) (108)
oraz dla = # a
5(a® — a?) = ﬁ (8(z + a) + 6(z — a)) (109)

3. 6- funkcja na plaszczyznie, 6%(z1,z2)
Naturalnym uogoélnieniem funkcji §(¢) jednej zmiennej na funkcje dwoch zmiennych (z1, z2)
jest 6%(x1, x9)

0 22 4+ 23 £ 0
62(z1,m0) = L2 110
(w1, 22) {oo l‘%—FZE%:O (110)
/ 5(%1,%2) da:l dxg =1 (111)
RZ
1 1
52(ax1,bx2) = W(S(azl,xg) = Wd(azl)d(azg) (112)

Dokonujac zamiany zmiennej =3 + 23 = 72 w biegunowym uktadzie wspotrzednych (r,6),
funkcje 02 (x)1, x2) mozna wyrazi¢ przez §(r)

o(r)

62((1}'1, IIZ'Q) = %

(113)
Uogolnienie dla przestrzeni trojwymiarowej podano juz we wzorze (82).

4. Pochodna funkcji §(z).
Obserwujac przebieg funkcji d-tworzacych tatwo skonstatowaé, ze powinno zachodzié

/OO §'(z) dz =0 (114)

Podstawowym réwnaniem, ktore okresla pochodna funkcji & jest rownanie okreslajace
tzw pochodna uogolniona, definijowang na przestrzeni funkcji probnych jako [ f'p dx =
— [ f¢/, ktora wynikaja z reguly catkowania przez czesci

/_Z Folde = — /_C: f'odx (115)

Przyjmujac f(x) = g(x)z otrzymujemy

/_OO rg(r)d dx = — /_OO §[g(x) +ag'] do=— /_OO d(z)g(z) dx (116)
Stad
28 (z) = —6(x) (117)
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Dipol

3.3 Dipol

W sytuacjach gdzie symetria wyptywu jest zakl6cona wygodniej jest sie postugiwacé zamiast
osobliwoscig typu Zrédlo osobliwoscia nazywana dipolem. Réwnanie Laplace’a jest rowna-
niem liniowym i jak powiedziano w rozdziale 1 rozwiazanie rownania Laplace’a u(z1, x2, z3)
ma wszystkie pochodne. Pochodne wzgledem dowolnej zmiennej 88 tez sa rozwiazaniami
rownania Laplace’a. W szczegolnosci pochodna kierunkowa rozw1qzama fundamentalnego
, w kierunku wektora p jest réwniez rozwigzaniem réwnania Laplace’a. Potencjal dipola
wyraza sie jako )
- X

palr) = pp- V== —E= = (118)
gdzie u jest intensywnosciag dipola, a p kierunkiem dziatania dipola Pole predkosci genero-
wane przez jednostkowy dipol (u = 1) wyraza sie wzorem

1 3(x-p)x
v=Vy,; = - 119

Pd A3 (p r2 ( )
Dipol w praktyce mozemy zrealizowa¢ przez zrédlo o intensywnosci +q i upust —¢q poto-
zonych blisko siebie. Jezeli umiescimy zrédto w odleglosci %d od poczatku uktadu a upust

w odleglosci —%d to potencjal w punkcie x jest suma potencjaléw od obu zZrodet i wyraza
sie jako (rys.8)

Pa(x) = N ! - ! =
4 \ [x — 4d|  |x+ 3d]

q 1 1
V2 +(d/2)? —x-d \/7’2 +(d/2)?+x-d

Zakladajac, ze r > d mozna w wyrazeniu (120) zachowa¢ tylko czlony pierwszego rzedu

(120)

Y

d
XN\
-q

Rysunek 8: Dwa zrodta o przeciwnej wydajnosci ¢ oraz —q w odlegtosci d od siebie;p
oznacza kierunek dzialania dipola; r > d.
wzgledem d/r potencjal dwoch zrodet o przeciwnych znakach mozna przyblizy¢ jako

(x) ~ L !

X) ~ — —

(pd 47T /1_X~d
T‘2
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4 OPLYW KULI STRUMIENIEM JEDNORODNYM

Rozwijajac w szereg wyrazenia w nawiasie otrzymujemy

i)~ g (4 4 ) == G o)) =

_x-(¢d) _p-x
473 A3

(122)

Dokonujac przejscia granicznego w taki sposob, ze gdy d — 0 to ¢d dazy do skoiiczone]
wartosci pup otrzymujemy dipol o intesywnosci p 1 kierunku p. Jezeli kierunek dipola po-
krywa sie na przyktad z osig x1, a dipol umieszczony jest w poczatku uktadu wspoétrzednych
p = (1,0,0), wtedy jego potencjal ma postac:

A(127) 1
pa(x) = p a‘;rl’“ =—pm  rP=aftadtal (123)

Pole predko$ci wyraza sie nastepujaco (przypomnijmy, ze 88—:; =2

32 3 3
v:v%:< b Q—iﬁ)—$wﬁ ““) (124)

Amy3 r2 Amyd 47D

), porownaj wzor (119))

Element linii pradu dx jest rownolegly do v = Vi, tak wiec linie pradu sa lokalnie
ortogonalne do powierzchni p,(x) = const. (rys. 9)

1.0F _;\
TN/
05/~ \\\\i\{//ﬁ\\yj ///
SN~
N AL
(e
> 00Tt L
/‘l‘\/ =~ A ‘Q“\\"\/'
SRR
RSN
Lol AN T A
-10 -05 00 05 10

Rysunek 9: Linie pradu ze strzatkami oraz linie ekwipotecjalne (przerywane) w plaszczyznie
x3 = 0.01 generowane przez jednostkowy dipol umieszczony w poczatku uktadu wzdtuz osi
x1

4 Oplyw kuli strumieniem jednorodnym

Rozpatrzmy zagadnienie optywu kuli B umieszczonej w jednorodnym strumieniu. Poten-
cjal strumienia jednorodnego zadany jest funkcja ¢(x,y,2) = Azy + Bxg + Cxs , gdzie
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4 OPLYW KULI STRUMIENIEM JEDNORODNYM

A, B,C sa stalymi. Latwo sprawdzi¢, ze Ay = 0. Predkos¢ v = Vo = (A, B,C), jest
wektorem staltym w kazdym punkcie przestrzeni i dlatego taki przeplyw nazywamy prze-
plywem jednorodnym. Szczegblnym przepadkiem strumienia jednorodnego jest przeptyw
wzdtuz osi x1, ktérego potencjal wynosi ¢ = Uz, gdzie U oznacza predkos$é strumienia
plynu w kierunku osi z;. Interesuje nas pole predkosci wynikajace z optywu kuli strumie-
niem jednorodnym w kierunku osi 27 (rys. 10). Aby wyznaczy¢ potencjal pola przeptywu

Rysunek 10: Optyw kuli strumieniem jednorodnym

nalezy rozwiazac nastepujace zagadnienie Neumanna:

Ap =0, O =0,

_ _ 12
o Plooo = U (125)

Ze wzgledu na geometri¢ przeptywu wygodnie jest obliczenia przeprowadzi¢ we wspo6l-
rzednych sferycznych(r, 6, ¢). Réwnanie Laplace’a, jak juz podawane bylto w podorz. ma

postac:
1 92 1 &% 1 9
ror? (re) + r2sin? § 9¢? * r2sin2 6 00 (
gdzie 0 <r<a, 0<f<m 0<op<m.
Zagadnienie (126) jest zewnetrznym zagadnieniem Neumanna, (rozwiazania szukamy w
obszarze nieograniczonym, na zewnatrz B) Dalej zalozymy, ze przeplyw jest osiowo syme-
tryczny i nie zalezy od wspolrzednej azymutalnej ¢. Poszukiwany potencjat jest funkcja
dwoch zmiennych 7,60, ¢(r,0). Wygodnie jest 0§ wspolrzednych zs stuzaca do opisu po-
tozenia punktow na kuli skierowaé¢ zgodnie z kierunkiem przepltywu wzdluz osi 1 i w
ten sposob 6 mierzy¢ od osi z1. Zagadnienie brzegowe dla réwnania Laplace’a przyjmuje
postac:

sin@?—?) =0 (126)

102 1 9 (. 0p
;w (7"(,0) + 7742 Sin2 9 % (Sln 9@) =0 (127)
dp|
o . =0 (128)
@, oo — Ucos (129)

Do rozwigzania zagadnienia (127) mozna wykorzysta¢ metode rozdzielenia zmiennych. Me-
tode ta stosuje sie z powodzeniem do zagadnien liniowych oraz dla prostych obszaréow
geometrycznych np. szescian, sfera, prostokat, koto. Przyjmuje sie, ze rozwigzanie mozna
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4 OPLYW KULI STRUMIENIEM JEDNORODNYM

Rysunek 11: Uktad wspoétrzednych prostokatnych wraz z uktadem sferycznym, wykorzysty-
wany do badania optywu kuli strumieniem jednorodnym. Przeplyw nie zalezy od zmiennej
azymutalnej ¢

przedstawi¢ za pomocy iloczynu dwoéch funkcji, z ktérych kazda zalezy tylko od jednej
zmiennej. W tym przypadku
@ = R(r)0(0) (130)

gdzie funkcje R(r) oraz ©(f) sa funkcjami tylko jednej zmiennej odpowiednio 7 i 6. Po
podstawieniu funkcji (130) do réwnania (127) otrzymujemy

d [ ,dR 1 d (. dO\

Dalej dzielac rownanie (131) stronami przez R(r)©(0) i przenoszac funkcje od jednej zmien-
nej na przeciwne strony otrzymujemy

1d(,dR\ 1 d (. dO\
Rdr ( W) = G smddd <Sm9@) =X (132)

Lew strona rownosci wzoru (132) jest funkcja tylko zmiennej r, a prawa jest funkcja tylko
zmiennej f. Zmienne te moga sie zmienia¢ niezaleznie zmieniajac wartosci funkcji po obu
stronach rownania. Stad, aby zachodzila réwnosé obie strony powinny réwnac sie tej samej
statej. Stata te oznaczono jako A. Otrzymuje sie dwa réwnania

d ([ ,dR B
1 d (. ,dO
o0 <sm9w> +X0 =0 (133b)

Rownanie (133a) wzgledem zmiennej r jest rownaniem Eulera, r2R” 4+ 2rR — AR—0. Roz-
wiazania poszukuje sie w postaci R(r) = r®. Po podstawieniu tej postaci rozwigzania do
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rownania (133a)otrzymujemy rownanie kwadratowe a(c —1) — A = 0. Przyjmijmy, ze stala
A mozna wyrazi¢ w postaci A = (I + 1)I, gdzie [ jest jeszcze nieokreslone. Pierwiastki tego
rownania kwadratowego mozna wyrazaja sie przez | a; = —(I+1), oraz ap = [. Rozwiazanie

ogolne, jest kombinacjg liniows rozwigzan r~(+1) oraz r!, czyli

Ri(r) = Cyrt + Dyr=(+D (134)

Rozwiazanie (?77) jest wazne dla dowolnych wartosci [, dlatego rozwiazanie R; jak i dowolne
state A; oraz B; sa oznaczone indeksem [, wskazujacym dla ktorej wartosci [ sa one wazne.
Zajmiemy sie teraz rownaniem (133b) wzgledem zmiennej . Dokonamy zamiany zmiennej
0 na u po przez u = cos 8, oraz wprowadzimy nowa funkcje P(u) = ©(#). Na mocy reguly
rozniczkowania funkcji ztozonej mamy

b _dPdd. 1 dP iec E——sinHQ (135)
du ~ dfdu smOdd O do du
Podstawiajac w rownaniu (133b) za sin?6 = 1 — u? oraz wykorzystujac zwiazek (?7?)
rownanie (133b) mozna zapisa¢ w postaci
d dpP
— (1 =u?)— |+ AP =0 136
i 0= ] +ar=o (136)
ktore mozna dalej przeksztaltci¢ do postaci
d*u 2 dP A
— — — P=0. 137
W2 T—du 1@ (137)

Rownanie (137) nazywa sie zwyczajnym rownaniem rézniczkowym Legendre’a. Rozwia-
zaniami rownania Legendre’a sa funkcje Legendre’a, tradycyjnie oznaczane jako P, (u), i
funkcje Legendre’a drugiego rodzaju @Q,u. Funkcja P,(u) ma posta¢ wielomianu stopnia n
i nazywa sie¢ wielomianem Legendre’a. Rozwiazanie ogolne réwnania (133b) ma postac:

[e.e]

O(0) = (Ay Pa(cos) + By Qn(cos?)) (138)

n=0

Wielomiany Legendre’a P(u) sa regularne (przyjmuja wartosci skonczone) w calym
przedziale [—1,1] wtedy i tylko wtedy gdy A w rownaniu (137) jest postaci A = n(n + 1),
gdzie n jest liczba naturalng. Rozwiazuje sie je metoda Frobeniusa. Rozwiazania poszukuje
si¢ w postaci szeregu potegowego P(u) = > > janu™ i wyznacza sie realcje jakie musza-
spetnia¢ wspoltczynniki a — N szergeu otegowoego [?]

Podsumujemy powyzsze stwierdzenia twierdzeniem, ktorego dowéd mozna znalezé w [?]

Twierdzenie 4.1. Rozwigzanie réwnania (137) ma rozwigzanie w postaci wielomianu Le-
gendre’a wtedy i tylko wtedy gdy A w réwananiu (137) ma postaé¢ X\ = n(n + 1) gdzie n
jest liczbg naturalng. Kazdemu n odpowiada wielomian stopnia n nazywany wielomianem
Legendre’a stopnia n. Wilomian Legendre’a zawiera parzyste potegi zmiennej u gdy n jest
parzyste @ nieparzyste potegi u gdy n jest nieparzyste. Aby ustandaryzowaé wielomiany,
przyjmuje si¢ umownie, ze P, (1) =1 dla wszystkich n.
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Kilka przyktadowych, unormowanych (P, (1) = 1) pierwszych wielomianoéw Legendre’a
ma postac:

Py(u) =1, Pi(u) =u (139)
}B(U)::%(3u2——1L }%(u)::%(5u3——3u) (140)
Py(u) = é(35u4 —30u? +3) Ps(u) = é(GSu‘r’ — 70u® + 15u) (141)

Wielomiany Legendre’a sa ortogonalne, w sensie iloczynu skalarnego:

U —2 =
/ P, (cos )P, (cos ) sinf df = { 2ntl dla n=m (142)
0 0 dla n#m

Pozwala to na przedstawienie dowolnej funkcji f(6) nalezacej do Le w postaci uogélnionego
szeregu Fouriera

o
f0) = Z an Py, (cos ) (143)
n=0
gdzie wspotczynniki a, wyznacza sie wykorzystujac wlasno$é ortogonalnosci funkeji bazo-
wych P, (142) nastepujaco

2n+1
2

Ap =

/ﬂ f(0)Py,(cos @) sin6 do (144)
0

Funkcje Legendre’a drugiego rodzaju oblicza sie ze wzoru [?,7]

Qn(u) = Ap P (u) / ’ ds (145)

r (1= (F3(s))

ktory wynika z metody redukcji rzedu liniowego réwnania rzedu drugiego gdy jedno z
rozwiazan tego réwnania jest znane, w tym wypadku P,(u) Przyktadowo dla |u| < 1
otrzymujemy

1

Qo(u) = 3 In

14+u
1—u

1+u
1—u

~1 (146)

, Q1(u) = U ln‘

Funkcje Legendre’a drugiego rodzaju ((u) maja osobliwosci w punktach v = 11 u =
—1. Od rozwiazania, opisujacego zagadninie fizyvczne wymaga sie dodatkowo aby bytly
ograniczone. Stad zmuszeni jesteSmy funkcje Legendre’a drugiego rodzaju Q(u) pominaé
w dalszych rozwazaniach przyjmujac B, = 0. Ogolne rozwiazanie réwnania Laplace’a z
symetrig azymutalna, nie zalezne od zmiennej ¢, wyraza sie¢ wiec nastepujaco:

o(r,0) = i (CnT” + Dnr_(”H)) P, (cosf) (147)

n=0

gdzie wspoltczynnikiC), i D, nalezy okresli¢ z warunkoéw brzegowych.
Aby z rozwigzania ogolnego (147) wydoby¢ rozwigzanie optywu kuli, nalezy okregli¢ wspot-
czynniki Cy,, D,,, z warunkow brzegowych. Przypomnijmy, ze potencjal predkosci musi by¢
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spelia¢ ¢ — Uz gdy 7 — oo. Poniewaz x1 = rcosf) = rPy(cosf) to z rownania (147),
wynika ze dla C; = Ur a pozostate wartosci wspotczynnikow C), dla n > 1 sg rowne zero.
Ponadto, zadamy aby d¢/0r dla r = a byl rowny zero. Mamy wiec

UP;(cosf) — i <(n + 1)Dna_("+2)) P,(cosf) =0 (148)

n=0

Mnozac skalarnie rownanie (148) przez P,(cos#) (mnozymy stronami przez P, sin(theta)
i catkujemy w przedziale [0, 7]), oraz korzystajac z ortogonalnosci (142) otrzymujemy, ze
Dy = Ua®/2. Potencjat optywu kuli dla zagadnienia (??) ma postac¢
a3
@:Ur(l+ﬁ)cost9 (149)

Pole predkosci jest rowne

VZV(,D:(UT,UQ,W)):(@(’D 100 1 89@)

Ar’ 100 sinf dp

3 9 (150)
= (U(l - ﬁ)cosﬁ, -U(1+ ﬁ)sinﬁ, 0>
W szczegolnosci na powierzchni kuli (r=a) mamy
3.,
v =0, vg = —§U sin 6, vy =0 (151)
Cisnienie na na powierzchni kuli wyraza sie wzorem (poréwnaj (39))
9
D= DPc— g,oU2 sin? @ (152)

gdzie p. wyraza sie na mocy réwnania Bernoulli’ego jako pe = poo+(1/2)pU?. Wspotczynnik
ciSnienia c¢,, pojawiajacy si¢ czesto w zastosowaniach, réwna si¢

_p—poozl_(@

2 9 .,
cp = 0 U> —1—Zs1n 0 (153)

Znajac rozkltad ci$nienia na kuli mozemy wyznaczy¢ sile wywierang przez ciecz na kule
(rys. 77)

F = / —pn dS (154)
S

gdzie wektor normalny do kuli n = e,.(6). Sktadows sity wzdtuz osi z1 otrzymujemy mnozac
skalarnie sile F przez wektor jednostkowy e, a iloczyn n - e; = cos6

F-e = / —pn - e dS = / (pe — ng2 sin” 0) cos A2masin 6 (adf) =
S 0

x T _ (155)
:aw/ pcsin29d9—ng2/ ﬂsin@d@zo
0 8 0 2
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Rysunek 12: Wektor normalny n do powierzchni sfery wraz z element powierzchni dS =
(adf)2masin O

Podobnie liczac sktadowa sity dziatajaca w kierunku eg otrzymamy réowniez, ze F - eo = 0.
Stad F = 0. Fakt ten, rzeczy rzeczywistemu doswiadczeniu. Dlatego tez nazywa sie para-
doksem d’Alamberta. Jest to konsekwencja przyjecia potencjalnosci ruchu ptynu. Zerowa
sita oddziatywania ptynu na cialo, w ruchu tréjwymiarowym nie zalezy od ksztaltu ciata.
Linie pradu otrzymane na podstawie pola predkosci wraz z liniami stalego potencjatu
przedstawiono na rysunku 13. Ze wzoru (149) wynika, ze wypadkowy potencjal zagadnie-
nia oplywu kuli ptynem nielepkim jest superpozycja potencjatu przeptywu réwnomiernego
¢y = Uzy = Urcosf oraz dipola ¢, = —puxy /(47r3),

473

wg =5+ oy =Urcosf+ pu (156)

gdzie intensywnos¢ dipola p = 4nUa3/2.

Powyzsza analiza do zwiazana z rozwigzaniem rownania Laplace’a pozwolita na wyzna-
czenie kierunku i intensywnosci momentu dipolowego up = p(—1,0,0). Zwroc¢my uwage,
ze dipol skierowany jest przeciwko naptywajacemu strumieniowi. Jego intensywnosc¢ i kie-
runek musi zapewni¢ zerowanie sie skladowej normalnej predkosci na powierzchni kuli.
Oprocz optywu dipola strumieniem jednorodnym praktyczne zastsowania znajduje opltyw
struemieniem jenordnym zrédta lub dwoéch zrodet o przeciwnych znakach umieszczonych
w odleglosci na osi x7. Pierwszy przypadke daje obraz przeptywu wokoét tepego pot nie-
skoniczonego ciala z osig symetria (pot nieskoniczone ciato Rankine’a oraz owal Rankine’a)
Linie pradu wyznaczy¢ mozna z roéwnania rézniczkowego

dr _ rdf _d¢
<1—a—§)cose_—(1+%>sin9_ 0 (157)

T

Linie pradu lezace w ptaszczyznie ¢ = const. mozna wyznaczy¢ z rOwnania rézniczkowego

2cos 6 db 1 3r2
—omd <; - W) dr (158)
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Ruch plynu wywotany ruchem kuli

<  0r :
_1k |
_2b |
-2 -1 0 1 2

X1

Rysunek 13: Linie pradu (linie ze strzalkami) wyznaczone na podstawie pola predkosci
(150) wraz z liniami stalego potencjatu (linie szare).

Rownanie rézniczkowe (158) mozna scatkowac

r

Insin?6 = In

5 +InC (159)

Z powyzszego réwnania mamy
a3
C = (r*— —)sin’0 (160)
r

Dla r = a, linia pradu lezy na powierzchni kuli(C = 0).

4.1 Ruch plynu wywolany ruchem kuli

Dysponujac rozwiazaniem ogélnym réownania Laplace’a (147) tatwo jet otrzymac rozwig-
zanie dotyczace ruchu kuli w nieograniczonej przestrzeni wypelnionej ptynem. Pry poru-
szajacej sie kuli z predkoscia vy = (U,0,0) zadamy aby ptyn w nieskoriczonosci byt w
spoczynku. Na powierzchni kuli warunek brzegowy dla predkosci ma postac:

n-(v—vg) =0 (161)

Warunek na potencjal przyjmuje postaé

dp
o = cos 6 (162)
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Ruch ptynu wywotany ruchem kuli

Rozwigzanie rownania (147) z warunkiem (162) oraz ¢ — 0 gdy r — oo daje

a3
Y= —UTZ—Tg cos 6 (163)
Potencjat (163) odpowiada dipolowi o kierunku osi 1 i intensywnosci u = 4nUa3/2.
Wykresy linii stalego potencjatlu wraz liniami pradu wyznaczonymi na podstawie pola
predkosci przedstawiono na rysunku 14

3

X1

Rysunek 14: Linie pradu (linie ze strzalkami) wyznaczone na podstawie pola predkosci
(150) wraz z liniami stalego potencjalu (linie przerywane).
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