Wyktad 4
Transport energii kinetycznej

Henryk Kudela

Spis tresci

1 Rownanie transportu energii kinetycznej 1
1.1 Transport energii kinetycznej . . . . . . . .. ... oL 1

1 Roéwnanie transportu energii kinetycznej

Postulat o zachowaniu energii nalezy do jednych z najwazniejszych w fizyce. Interesujacym
jest zbadanie jak energia kinetyczna jest transportowana z przepltywem
1.1 Transport energii kinetycznej

Definicja 1.1. Energig kinetyczng osrodka ciggtego zawartq w poruszajgcej sie w objetosci
Q(t) = ®(Qo, t) nazywamy

1
K= —/ pvidu (1)
2 Jaw

Nalezy zwroci¢ uwage, ze symbol v2 oznacza |v|? = v3 + v3 + v3.

Twierdzenie 1.1. .0 transporcie energii kinetyczne;.

Niech K oznacza energie kinetyczng czqstek poruszajgeych sie wraz z objetoscig QU(t), ge-
stosé sit masowych £, predkosé v, gestosé p, wektor naprezen t spetniajg zasade zachowania
masy, zasade zachowania pedu 1 momentu pedu. Wiedy zmiana energit kinetycznej opisy-
wana jest rownaniem

d—K: pf'vdv—i—/t-vdS—/ T: Ddv (2)
dt Q(t) s Q(t)

gdzie D jest tensorem predkosci deformacyi o elementach D;; = % <g§; + g—ZJZ) (patrz (77)),
T: D =T;;D;; (skalarny iloczyn tensorowy) .
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Dowoéd.
d1 / , / d,
—= pvidv = p—(v¥)dv =
dv .
= V- p—dv = v (pf +divT)dv (3)
a@  df (1)
= / (v:pf +v-divT)dv
Q(t)
Tlloczyn skalarny w konwencji sumacyjnej mozna przedstawi¢ jako v - divT = %Ti,’ ‘v =

a%i(vaij) — Tijg—g. Poniewaz tensor T jest symetryczny zachodzi nastepujaca tozsamogsé

‘V'diVT:diV(V'T)—TiD‘ (4)

Po wstawieniu tozsamosci (4) do rownania (3) pojawi sie catka postac fQ(t) div (v - T)dv
ktora mozna przeksztalci¢, korzystajac z twierdzenia Gaussa do postaci

/ div (v-T)dv = / n;Tijv;dS = / tjv; = / t-vdS (5)
Q(t) s s s

Po uporzadkowaniu otrzymujemy wzor (2). m

Wzor (2) mowi, ze predkosé zmiany energii kinetycznej poruszajacej si¢ objetosci plynu
réwna si¢ pracy pola sit zewnetrznych (f - vdv | t - vdS) oraz rozproszenia energii T: D
wynikajacej z interakcji naprezeni i deformacji objetosci. Macierz D, ktora pojawiata sie
w powyzszych rachunkach nazwa sie tesorem predkosci deformacji lub krotko tensorem
deformacji i odgrywa w mechanice ptynéw fundamentalng role. Bedziemy o tym tensorze
dalej jeszcze mowic, ale zwr6¢my uwage, ze macierz ta jest symetryczna, D;; = Dj; oraz,ze
slad tej macierz (suma elementéow na gltownej przekatnej) jest rowna dywergencji pola
predkosci trD = divv. Czton T: D nosi nazwe funkcji dyssypacji energii.

Rownanie transportu energii dla cieczy doskonalej ((7) = —pI, i potencjalnego pola sit
masowych, a wiec f = —V® przyjmuje postac:
d .
—(K+1I) = — pv-ndS + [ pdivedvo, (6)
dt o, Q

gdzie II = fQ p®dv, nazwa sie energia potencjalng. Ostatni czton po prawej stronie wzoru
(6) opisuje prace wykonana przez cisnienie na zmiane elementu objetosci. Korzystajac z
twierdzenia Gaussa, mozna obie calki w powyzszym wzorze polaczy¢ w jedna catke po
objetosci. Prowadzi to do wzoru:

d
E(K—i—ﬂ) = — A Vp - vduy (7)

Dla ptynu nieécisliwego, jak to pokazemy pozniej, catka po prawej storni wzoru (8) jest
réwna zeru ( mowimy, ze gradient funkcji p jest ortogonalny do wektorow bezdywergen-
cyjnych). Stad wniosek, ze dla cieczy doskonalej i niescigliwej, suma energii kinetycznej i
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potencjalnej podczas ruchu jest stala.
Rownanie (2) mozna wyrazi¢ w formie rownania rozniczkowego. Sprowadzajac catke po-

wierzchniowa z t - v do calki objetosciowej oraz korzystajac z lematu Dibouisa—Reymonda
otrzymujemy:

1 dv?
gd—vt:pv-f—l—div(T-v)—T:D (8)

Rozpatrzmy réownie energii kinetycznej dla cieczy doskonate;j.
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