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1 Równanie transportu energii kinetyznejPostulat o zahowaniu energii nale»y do jednyh z najwa»niejszyh w �zye. Interesuj¡ymjest zbadanie jak energia kinetyzna jest transportowana z przepªywem1.1 Transport energii kinetyznejDe�nija 1.1. Energi¡ kinetyzn¡ o±rodka i¡gªego zawart¡ w poruszaj¡ej si� w obj�to±i
Ω(t) = Φ(Ω0, t) nazywamy
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∫

Ω(t)
ρv2dυ (1)Nale»y zwrói¢ uwag�, »e symbol v

2 oznaza |v|2 = v2
1 + v2

2 + v2
3 .Twierdzenie 1.1. .O transporie energii kinetyznej.Nieh K oznaza energi� kinetyzn¡ z¡stek poruszaj¡yh si� wraz z obj�to±i¡ Ω(t), g�-sto±¢ siª masowyh f , pr�dko±¢ v, g�sto±¢ ρ, wektor napr�»e« t speªniaj¡ zasad� zahowaniamasy, zasad� zahowania p�du i momentu p�du. Wtedy zmiana energii kinetyznej opisy-wana jest równaniem
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T : Ddυ (2)gdzie D jest tensorem pr�dko±i deformaji o elementah Dij = 1
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T : D = TijDij (skalarny ilozyn tensorowy) .1



Transport energii kinetyznejDowód.
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Ilozyn skalarny w konwenji sumayjnej mo»na przedstawi¢ jako v · divT =

∂Tij

∂xi
· vj =
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(vjTij) − Tij
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∂xi
. Poniewa» tensor T jest symetryzny zahodzi nast�puj¡a to»samo±¢

v · divT = div (v ·T) −T : D (4)Po wstawieniu to»samo±i (4) do równania (3) pojawi si� aªka posta¢ ∫

Ω(t) div (v · T) dυktór¡ mo»na przeksztaªi¢, korzystaj¡ z twierdzenia Gaussa do postai
∫

Ω(t)
div (v · T) dυ =

∫
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niTijvjdS =

∫
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tjvj =

∫
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t · vdS (5)Po uporz¡dkowaniu otrzymujemy wzór (2).Wzór (2) mówi, »e pr�dko±¢ zmiany energii kinetyznej poruszaj¡ej si� obj�to±i pªynurówna si� pray pola siª zewn�trznyh (f · vdυ , t · vdS) oraz rozproszenia energii T : Dwynikaj¡ej z interakji napr�»e« i deformaji obj�to±i. Maierz D, która pojawiaªa si�w powy»szyh rahunkah nazwa si� tesorem pr�dko±i deformaji lub krótko tensoremdeformaji i odgrywa w mehanie pªynów fundamentaln¡ rol�. B�dziemy o tym tensorzedalej jeszze mówi¢, ale zwró¢my uwag�, »e maierz ta jest symetryzna, Dij = Dji oraz,»e±lad tej maierz (suma elementów na gªównej przek¡tnej) jest równa dywergenji polapr�dko±i trD = divv. Czªon T : D nosi nazw� funkji dyssypaji energii.Równanie transportu energii dla iezy doskonalej ((T ) = −pI, i potenjalnego pola siªmasowyh, a wi� f = −∇Φ przyjmuje posta¢:
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(K + Π) = −

∫

∂Ωt

pv · ndS +

∫

Ω
pdivvdυx (6)gdzie Π =

∫

Ω ρΦdυx nazwa si� energi¡ potenjaln¡. Ostatni zªon po prawej stronie wzoru(6) opisuje pra� wykonan¡ przez i±nienie na zmian� elementu obj�to±i. Korzystaj¡ ztwierdzenia Gaussa, mo»na obie aªki w powy»szym wzorze poª¡zy¢ w jedn¡ aªk� poobj�to±i. Prowadzi to do wzoru:
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∫

Ωt

∇p · vdυx (7)Dla pªynu nie±i±liwego, jak to poka»emy pó¹niej, aªka po prawej storni wzoru (8) jestrówna zeru ( mówimy, »e gradient funkji p jest ortogonalny do wektorów bezdywergen-yjnyh). St¡d wniosek, »e dla iezy doskonaªej i nie±i±liwej, suma energii kinetyznej i2 Henryk Kudela



Transport energii kinetyznejpotenjalnej podzas ruhu jest staªa.Równanie (2) mo»na wyrazi¢ w formie równania ró»nizkowego. Sprowadzaj¡ aªk� po-wierzhniow¡ z t ·v do aªki obj�to±iowej oraz korzystaj¡ z lematu Dibouisa�Reymondaotrzymujemy:
1

2
ρ
dv2
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= ρv · f + div(T · v) − T : D (8)Rozpatrzmy równie energii kinetyznej dla iezy doskonaªej.

Matematyzne wprowadzenie do mehaniki pªynów 3


