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1 Równanie transportu energii kinety
znejPostulat o za
howaniu energii nale»y do jedny
h z najwa»niejszy
h w �zy
e. Interesuj¡
ymjest zbadanie jak energia kinety
zna jest transportowana z przepªywem1.1 Transport energii kinety
znejDe�ni
ja 1.1. Energi¡ kinety
zn¡ o±rodka 
i¡gªego zawart¡ w poruszaj¡
ej si� w obj�to±
i
Ω(t) = Φ(Ω0, t) nazywamy

K =
1

2

∫

Ω(t)
ρv2dυ (1)Nale»y zwró
i¢ uwag�, »e symbol v

2 ozna
za |v|2 = v2
1 + v2

2 + v2
3 .Twierdzenie 1.1. .O transpor
ie energii kinety
znej.Nie
h K ozna
za energi� kinety
zn¡ 
z¡stek poruszaj¡
y
h si� wraz z obj�to±
i¡ Ω(t), g�-sto±¢ siª masowy
h f , pr�dko±¢ v, g�sto±¢ ρ, wektor napr�»e« t speªniaj¡ zasad� za
howaniamasy, zasad� za
howania p�du i momentu p�du. Wtedy zmiana energii kinety
znej opisy-wana jest równaniem

dK

dt
=

∫

Ω(t)
ρf · vdυ +

∫

S

t · vdS −

∫

Ω(t)
T : Ddυ (2)gdzie D jest tensorem pr�dko±
i deforma
ji o elementa
h Dij = 1

2

(

∂vi

∂xj
+

∂vj

∂xi

) (patrz (??)),
T : D = TijDij (skalarny ilo
zyn tensorowy) .1
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znejDowód.
d

dt

1

2

∫

Ω(t)
ρv2dυ =

∫

Ω(t)
ρ

d

dt
(v2)dυ =

=

∫

Ω(t)
v · ρ

dv

dt
dυ =

∫

Ω(t)
v · (ρf + divT)dυ

=

∫

Ω(t)
(v · ρf + v · divT)dυ

(3)
Ilo
zyn skalarny w konwen
ji suma
yjnej mo»na przedstawi¢ jako v · divT =

∂Tij

∂xi
· vj =

∂
∂xi

(vjTij) − Tij
∂vj

∂xi
. Poniewa» tensor T jest symetry
zny za
hodzi nast�puj¡
a to»samo±¢

v · divT = div (v ·T) −T : D (4)Po wstawieniu to»samo±
i (4) do równania (3) pojawi si� 
aªka posta¢ ∫

Ω(t) div (v · T) dυktór¡ mo»na przeksztaª
i¢, korzystaj¡
 z twierdzenia Gaussa do posta
i
∫

Ω(t)
div (v · T) dυ =

∫

S

niTijvjdS =

∫

S

tjvj =

∫

S

t · vdS (5)Po uporz¡dkowaniu otrzymujemy wzór (2).Wzór (2) mówi, »e pr�dko±¢ zmiany energii kinety
znej poruszaj¡
ej si� obj�to±
i pªynurówna si� pra
y pola siª zewn�trzny
h (f · vdυ , t · vdS) oraz rozproszenia energii T : Dwynikaj¡
ej z interak
ji napr�»e« i deforma
ji obj�to±
i. Ma
ierz D, która pojawiaªa si�w powy»szy
h ra
hunka
h nazwa si� tesorem pr�dko±
i deforma
ji lub krótko tensoremdeforma
ji i odgrywa w me
hani
e pªynów fundamentaln¡ rol�. B�dziemy o tym tensorzedalej jesz
ze mówi¢, ale zwró¢my uwag�, »e ma
ierz ta jest symetry
zna, Dij = Dji oraz,»e±lad tej ma
ierz (suma elementów na gªównej przek¡tnej) jest równa dywergen
ji polapr�dko±
i trD = divv. Czªon T : D nosi nazw� funk
ji dyssypa
ji energii.Równanie transportu energii dla 
ie
zy doskonalej ((T ) = −pI, i poten
jalnego pola siªmasowy
h, a wi�
 f = −∇Φ przyjmuje posta¢:
d

dt
(K + Π) = −

∫

∂Ωt

pv · ndS +

∫

Ω
pdivvdυx (6)gdzie Π =

∫

Ω ρΦdυx nazwa si� energi¡ poten
jaln¡. Ostatni 
zªon po prawej stronie wzoru(6) opisuje pra
� wykonan¡ przez 
i±nienie na zmian� elementu obj�to±
i. Korzystaj¡
 ztwierdzenia Gaussa, mo»na obie 
aªki w powy»szym wzorze poª¡
zy¢ w jedn¡ 
aªk� poobj�to±
i. Prowadzi to do wzoru:
d

dt
(K + Π) = −

∫

Ωt

∇p · vdυx (7)Dla pªynu nie±
i±liwego, jak to poka»emy pó¹niej, 
aªka po prawej storni wzoru (8) jestrówna zeru ( mówimy, »e gradient funk
ji p jest ortogonalny do wektorów bezdywergen-
yjny
h). St¡d wniosek, »e dla 
ie
zy doskonaªej i nie±
i±liwej, suma energii kinety
znej i2 Henryk Kudela



Transport energii kinety
znejpoten
jalnej pod
zas ru
hu jest staªa.Równanie (2) mo»na wyrazi¢ w formie równania ró»ni
zkowego. Sprowadzaj¡
 
aªk� po-wierz
hniow¡ z t ·v do 
aªki obj�to±
iowej oraz korzystaj¡
 z lematu Dibouisa�Reymondaotrzymujemy:
1

2
ρ
dv2

dt
= ρv · f + div(T · v) − T : D (8)Rozpatrzmy równie energii kinety
znej dla 
ie
zy doskonaªej.

Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 3


