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Zasada zachowania pedu. Réwnania ruchu o$rodka cigglego
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1 Prawo zachowania pedu-réwnania ruchu cieczy

W obecnym podrozdziale bedziemy zajmowac sie dynamika ruchu osrodka ciagtego. Wyko-
rzystujac zasade zachowania pedu (druga prawo Newtona), zostanie wyprowadzone réwna-
nie ruchu dla o$rodka ciggltego. Dla kompletnodci i przejrzystosci wyktadu przypomnijmy
najpierw zasade zachowania pedu dla uktadu n punktéw materialnych, korzystajac z |?].

1.1 Zasada zachowania pedu dla ukladu n punktéw materialnych

Niech w przestrzeni R? znajduje sie n- punktéow materialnych. Polozenie punktow opisy-
wane jest wektorem r = (x,y, z), a ich ruch réwnaniami Newtona:

gdzie F; oznacza sile dzialajaca na i—ta czastke o masie m;. Wzér opisujacy site F wyzna-
czany jest doswiadczalnie. Na przyktad Newton odkryl prawo oddzialywania grawitacyj-
nego: dwie masy m; m; oddzialywaja na siebie wedtug wzoru
m;m;
Fij = G—5~ (2)




Zasada zachowania pedu dla uktadu n punktéw materialnych

gdzie G oznacza statay grawitacji a r7; = x; — ;)® + (yi — y;)* + (2 — zj)*. W ukla-
dzie n — punktw punktéw materialnych sity dziatajace miedzy punktami, nazywane sa
sitami wzajemnego oddziatywania. Dzialaja one wzdluz prostej taczacej punkty, i zaleza
od odlegtosci miedzy nimi, F;; ~ (Jr; — r;|). Dla sil wzajemnego oddziatywania zachodzi
F;; = —F ;. Jezeli sily dzialajace na punkty sg sitami tylko wzajemnego oddzialywania, to
taki uktad punktow nazywamy uktadem zamknietym (izolowanym). W ukladzie zamknie-
tym sita dziatajaca na i-ta czastke jest suma wszystkich sit oddziatywujacych na i-ta
czastke od czastek pozostajacych w uktadzie zamknietym, a wiec

Fi= > Fy (3)

Gdy uktad czastek nie jest izolowanym, wtedy na i—ta czastke, oprocz sit wzajemnego
oddziatywania, dziata sita zewnetrzna, Fg;, i wtedy

n
=Lt

FZ/_//
n T

Rysunek 1: Sita wzajemnego oddziatlywania miedzy czastkami ¢ oraz j wraz z sita ze-
wnetrzna dzialajaca na czastke ¢

Definicja 1.1. Pedem uktadu n—punktéw nazywamy wektor

pP= Z m;ry (5)
i=1

Udowodnimy twierdzenie o zachowaniu pedu:

Twierdzenie 1.1. Predkosé zmiany pedu uktadu rowna sie sumie wszystkich sit zewnetrz-
nych dziatajgcych na punkty uktadu izolowanego
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Prawo zachowania pedu dla o$rodka ciaglego

Dowoéd.
dp n n n,n n n
1=1 i=1 1,j=1,i#j 1=1 1=1
Suma sil wzajemnego oddziatywania Z?]":l i F;; = 0 poniewaz F; ; = —F;; m

Whiosek: Jezeli sity zewnetrzne dziatajace na uktad izolowany sa rowne zeru to ped uktadu
nie ulega zmianie

1.2 Prawo zachowania pedu dla oérodka cigglego

Z poprzedniego rozdzialu wynika, ze zmiana pedu wyro6znionej, poruszajacej sie objetosci
Q moze dokonac sie tylko na wskutek sit zewnetrznych. W mechanice ptynéw rozpatruje
sie dwa rodzaje sil zewnetrznych: sity daleko zasiegowe, tak jak na przyktad sity grawita-
cyjne f = (0,0, —g), ktore nazywane sa sitami masowymi, oraz blisko (krotko) zasiegowe
nazwane sitami powierzchniowymi, ktore powstaja z fizycznego kontaktu z pomiedzy ma-
terialem zewnetrznym i znajdujacym sie we wnetrzu zamknietej powierzchni. Aby opisaé
oddziatywanie sit powierzchniowych, ktére beda uwzglednialy oddziatywanie osrodka ota-
czajacego na ukltad izolowany do rozwazani wprowadza sie pojecie wektora naprezen t
opisujacego gestos¢ sity przypadajaca na jednostke powierzchni. Sita ta jest efektem od-
dzialywania osrodka zewnetrznego na osrodek wewnetrzny. Polozenie oérodeka zewnetrzny
i wewnetrzny charakteryzuje jednostkowy wektor normalny powierzchni rozdziatu. Przyj-
muje sie, ze wektor normalny skierowany jest na zewnatrz zamknietej objetosci. Skierowany
jest od strony ujemnej powierzchni do strony dodatniej. Wektor normalny wprowadza
orientacje powierzchni. Postuluje sie rowniez, ze wektor naprezen bedzie zalezat tylko od
wektora normalnego n (nie zalezy od krzywizny brzegu) oraz potozenia x. Sita wypadkowa

Rysunek 2: Brzeg uktadu oblozony jest wektorem naprezenia, ktory zalezy od orientacji
brzegu, wektora jednostkowego n, potozenia x i czasu t.
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Zasada lokalnej rownowagi naprezen

dzialania wektora naprezen na zorientowana powierzchnie 0€) zadana jest wzorem:

F, = /a t(n.x)as, (6)

gdzie dS, jest ifinitezymalng powierzchnig w punkcie z. Podobnie, wypadkowy moment sit
wzgledem punktu c jest okreslony wzorem

M, = /BQ(X —¢) X t(n,x)dS, (7)

Dalej fundamentalne znaczenie w sformutowaniu zasady zachowania pedu bedzie miata
zasada naprezenn Cauchy’ego [?].

Zasada naprezen Cauchy’ego: oddziatywanie o$rodka zewnetrznego na dowolng za-
mknietq powierzchni¢ S mozna zastapi¢ rozktadem na tej powierzchni wektora naprezen
t = ((t1(x1, 2, x3), to(x1, 2, x3), t3(x1, T2, x3)), ktdrego wypadkowa i moment sq¢ réwno-
wazne wszystkim rzeczywistym sitom dziatajgcych w materialnym osrodku ciggtym i znaj-
dujgcym sie na zewngtrz powierzchni S.

W literaturze podkresla sie niezwyktla prostote i pomystowosé zasady Cauchy’ego. Ge-
nialno$¢ tej zasady mozna doceni¢ oceniajac postep jaki sie dokonat w badaniach nad
dynamika os$rodka cigglego po jej wprowadzeniu. Zasada Cauchy’ego od razu stala sie
jedna fundamentalnych zasad osrodka cigglego.

Definicja 1.2. Mowimy, zZe dla gestosci p, deformacji ®, pola predkosci v, gestosci sit
masowych £, oraz wektora naprezen t spetniona jest zasada zachowania pedu gdy zachodzi

rownosé
i/ pvdvm:/ pfdvm—i—/ tdS (8)
dt Jo, o S

1.3 Zasada lokalnej rownowagi naprezen

Rownanie (8) wyrazajace prawo zachowania pedu, ze wzgledu na to, ze pod calka z lewej
strony wystepuje gestos¢ (patrz wzor (?7?)) mozna zapisa¢ nastepujaco:

d
/ 0= dv, = / pfduy + / tds 9)
o, dt Q S

Zastosujemy teraz do rownania (9) twierdzenie o wartosci §redniej, przyjmujac, ze objetosé
Q) jest zalezna do wymiaru liniowego L w potedze trzeciej || = A\, L a powierzchnia Sy
w potedze drugiej |S;| = \sL>

*

= N\, L3p*f* + \ Lt (10)

dv

)\UL3 *
Pt

Jezeli przejdziemy do granicy L — 0 to aby rownosé (10) byta spelniona musi zachodzi¢:

.1
élin)oﬁ /St tdS =0 (11)
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Zasada lokalnej réwnowagi naprezen

Rownanie (11) nazywa si¢ zasada lokalnej rownowagi. Zwr6¢my uwage, ze rownanie (11)
jest rownaniem wektorowym, a wiec zachodzi dla kazdej sktadowej wektora t = (t1,t2, t3).
Zasada ta wyraza fakt,ze silty powierzchniowe dla nieskoriczenie matej objetos¢ beda sie
wzajemnie rownowazyc. Zasada ta postuzymy sie do okreslenia zaleznosci wektora napre-
zen t od orientacji powierzchni zadanej wektorem normalnym n. Dokonuje sie tego zwykle
wybierajac szczegolne formy obszaru €2 i stosujac do takiego obszaru zasade lokalnej row-
nowagi naprezen (11).

Najpierw wybierzemy obszar w ksztalcie nieskoriczenie cienkiego prostopadloscianu, kto-
rego rog umieszczony jest w punkcie z, szerokosc¢ i dtugosé scian ma wymiar L a glebokosé
eL, ¢ << 1. Na mocy rownania (11), zastosowanej do tego obszaru oraz twierdzenia o

Rysunek 3: Prostopadtoscian w formie cienkiej ptytki o grubosci €. Zasada lokalnej réwno-
wagl naprezen zastosowana do takiego obszaru daje t(n) = —t(—n)

wartodci §redniej otrzymujemy:
/ t;dS = L*[ti(xp, t,n) + t;(x4,t, —m) +B;)] (12)
St

gdzie
B; = ti(xp,,t,n1) + t;(Xpy, t,02) + t;(Xpy, t,03) + ti(Xp,, T, 04),

indeksy b; odnosza sie do §cian bocznych o powierzchni eL?, a punkty Xp oraz X; lezg
na $cianie przedniej i tylniej. Korzystajac z zasady lokalnej rownowagi naprezen (11) oraz
zakladajac, ze wektor naprezen jest ciagly i x, oraz x; daza do punktu x gdy L — 0
otrzymujemy

ti(x,t,n) +t;(x,t,—n) =0 i=1,2,3. (13)

Zauwazmy, ze B; na mocy ciagtosci wektora t jest ograniczone i czton €B; mozemy uczynic¢
dowolnie matym. Rownanie (13) stanowi odpowiednik III zasady Newtona, ze akcja réwna
sie reakcyi:

t(x,t,n) = —t(x,t,—n)| (14)

Dalej jako szczegolng postac¢ obszaru wybierzemy czworoscian (rys.??). Nachylona §ciana
czworoscianu ma pole réwne L2 i wektor normalny do niej jest rowny n = (n1,ng, n3).
Jej réwnanie ma postaé: nixy + noxo + ngxs = d. Natomiast Sciany boczne sg wzajemnie
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Zasada lokalnej rownowagi naprezen

prostopadle a ich krawedzie sa rownolegle do osi uktadu e;. A wiec wektor normalny do
Sciany S; jest rowny —e;. Pola $cian bocznych odpowiadaja rzutowi Scian nachylonej

S;=n-S=mn;S, i=123. (15)

gdzie n; = cos0;, a kat 0; réwna sie katowi nachylenia wektora normalnego do osi e;. Sita
powierzchniowa pochodzaca od j-tej sktadowej wektora naprezen ¢; na powierzchni¢ S; na
mocy twierdzenia o wartodci Sredniej jest rowna

Slt] (ilu t7 _ei)

gdzie X; oznacza punkt lezagcy na i—tej Scianie. Stosujgc zasade lokalnej rownowagi na-

Rysunek 4: Czworoscian Cauchy’ego.

prezeri (11) do czworoécianu z rysunki 4, przyjmujac, ze S = L2, otrzymujemy
nitj(x,t,—er) + natj(x,t, —e2) + natj(x,t, —e3) + tj(x,t,n) =0 (16)
Ze wzoru (14) mamy t;(x,t,e;) = —t;(x,t, —e;). Wzor (16) mozna przeksztalci¢ do postaci
ti(x,t,n) = nit;(x,t,e1) + natj(x,t,e2) + nst;(x,t, e3), i=1,2,3 (17)
Z postaci wzoru (17) wida¢, ze sktadowe wektora naprezen (tj, j = 1,2,3) wyrazaja sie

przez kombinacje liniowg sktadowych wektora normalnego n = (nq, ne, n3). Wprowadzajac
oznaczenie

Ti,j = tj(x,t,ei) (18)

wzor (17) mozna przedstawi¢, korzystajac z konwencji sumacyjnej jako

ti(x,t,n) = n;Tij(x,t), j=1,2 3. (19)

lub w postaci wektorowo—tensorowej jako

T T2 Ti3
[t1,t2,t3] = [n1,n2,ng] [To1 Toe Tos| =n-T (20)
T31 T30 133
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Zasada lokalnej réwnowagi naprezen

gdzie n-T oznacza uogdlniony iloczyn skalarny wektora przez tensor i wynikiem jest wektor.
Tak wiec wektor naprezenia, jako liniowe odwzorowanie wektorowe, zadany jest macierza
dziewieciu wspotczynnikow:

T T2 Ti3
[T] = [Ty Ty T23 (21)
T31 T30 133

Macierz [T] nazywa sie tensorem naprezen. Skltadowe tensora naprezen Ti1,Tho, T33 na-
zwane sg naprezeniami normalnymi. Sze$é¢ sktadowych tensora naprezen lezacych poza
gltowng przekatna Tho, Ths, To1, 103,131,132 nazwane sa naprezeniami $cinajacymi. Jed-
nostka naprezei jest N/m?. Jeden Newton na jeden metr kwadratowy nazywa si¢ Pas-
calem.

Przyklad 1. Sktadowe tensora T zadane sq macierzqg wspotczynnikow

21 —63 42
T]=|-63 0 84
2 84 -21

1. wyznaczyé wektor naprezen t(P) w kierunku zadanym wektorem normalnym n =

(1/7)(261 — 362 + 663)

2. wyznaczyé naprezenia w punkcie P jezeli punkt P lezy na ptaszczyinie 2x142x9+x3 =
2.

Rozwigzanie

1. Z rownania (17) mamy

5 3¢ |21 —63 42
(bt ts] = [2, =2, 2] [ =63 0 84 | =[69, 54, —42
42 84 -21

Wektor naprezeni ma postaé t = 69e; + Sdes — 42e3. Naprezenia te wystepujg na

ptaszczyinie wyznaczonej wektorem normalnym do niej n = [?, —% 7]

2. Wektor jednostkowy do ptaszczyzny f(x1,22,23) = 221 + 229 + 3 — 2 = 0 ma postac
n=Vf/|Vf]=(1/3)(2e1 + 2e2 + e3). Z réwnania (17) mamy

9 9 21 —63 42
[t1,t2,t3] = [§ '3 =] {-63 0 84 | =[-14, —14, 77]
42 84 =21
Tym razem wektor naprezen ma postaé t = —14e; — 14eq + 77es.

Z przedstawionego przyktadu jasno wynika, zZe naprezenia zalezg od nachylenia ptasz-
czyzny przecinajqgce] osrodek ciggly oraz od wspdtczynnikow tensora naprezen.

Matematyczne wprowadzenie do mechaniki ptynéow 7



Zasada lokalnej rownowagi naprezen

xg

N

X

Rysunek 5: Interpretacja sktadowych tensora naprezen w kartezjanskim uktadzie wspot-
rzednych. Wszystkie sktadowe tensora naprezen sa dodatnie poniewaz ich kierunki pokry-
waja sie z kierunkami osi wspotrzednych

Dziewig¢ sktadowych tensora naprezen T;; czesto prezentowane przy pomocy strzatek—
wektorow zwigzanych ze §cianami prostopadtoscianu ( rys. 5) Nalezy jednak mie¢ na uwadze
fakt, ze prostopadloscian przedstawiony na rys. 5 nie jest wypelniony osrodkiem ciggtym.
Jest to tylko pewna konwencja przedstawienia sktadowych tensora naprezen. W rzeczywi-
stym odrodku cigglym wszystkie dziewie¢ sktadowych tensora odnosi si¢ do pojedynczego
punktu x.

Na rysunku rys.6 przedstawiono naprezenia na element powierzchni punkcie x, do ktorej
wektor normalny réwna sie e3. Oddzialywanie osrodka materialnego nad elementem po-
wierzchni (zewnetrznego), w chwili ¢ na osrodek wewnetrzny (pod elementem powierzchni)
zadane jest wektorem naprezenia t(x,t, e3). Trzy sktadowe tego wektora to T3y, Ts2, T33.
Dalej, aby odnies¢ wlasciwe korzysci z rownania (20) nalezy zaproponowaé zwiazek po-

t(x, 7, e;)

Rysunek 6: Interpretacja sktadowych tensora naprezen w kartezjanskim uktadzie wspot-
rzednych dla elementu powierzchni do ktérego sktadowa normalna n = e3. Sktadowe wek-
tora naprezen t(x,t,es) sa rowne T51, T5o i Ts3.
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Zasada zachowania momentu pedu dla uktadu n punktéw materialnych

miedzy wspoélczynnikami 7;; a zmiennymi charakteryzujacymi stan osrodka cigglego. W
przypadku osrodka ptynnego zmiennymi charakterystycznymi sg pole predkosci i cignienie.
Zwiazki pomiedzy skladowymi tensora naprezeri a polem predkosci i ci$nienia powinny
spelnia¢ pewne aksjomaty racjonalnosci. Ich konkretna posta¢ okreslana jest na podstawie
obserwacji doswiadczalnych. Zwiazki te nazywane sa réwnaniami konstytutywnymi. Po sfor-
mutowaniu zasady zachowania momentu pedu okaze sig, ze aby ta zasada byla spetniona
to tensor naprezen musi by¢ symetryczny. Stad liczba réznych wspoétczynnikéw macierzy
[T] zredukuje si¢ do szesciu.

1.4 Rownania ruchu osSrodka cigglego

Wykorzystujac twierdzenia Gaussa, oraz fakt, ze t = n - T calke powierzchniowa w wyra-
zeniu (9), mozna przeksztalci¢é nastepujaco:

/tde = / n;Ti;dS = 7 Ldv, = / divT|;dv,, dla j=123 (22
s s o) i Q(t)

Poniewaz pod caltka wystepuje gestos¢ osrodka ciaglego to rozniczkowanie po czasie mo-
zemy przerzuci¢ na drugi czynnik (poréwnaj (?7)) to zasade zachowania pedu mozna za-
pisac jako:

d .
/ pldvz/ (of; — divT|;)dv, dla  j=1,23 (23)
o dt (1)

Przenoszac wyrazy w rownaniu (23) na jedna strone, na mocy lematu Duboisa-Reymonda
(lemat ?77?) otrzymujemy elegancka posta¢ rownania ruchu osrodka ciaglego podana przez
Cauchy’ego:

Twierdzenie 1.2. .Pierwsze prawo Cauchy’ego.

dv;
pd—i = pfi +divT|;, =12, 3. (24)

Nalezy zapamieta¢, ze dywergencja z tensora rzedu drugiego divT jest wektorem,
ktorego i-ta sktadowa jest rowna sumie pochodnych z i-tej kolumny macierzy [T] , czyli

divT|; = G

2 Prawo zachowania momentu pedu

2.1 Zasada zachowania momentu pedu dla ukladu n punktéw material-
nych

Przypomnimy zasade zachowania pedu dla uktadu n punktéw materialnych.

Definicja 2.1. Momentem pedu punktu materialnego o masie m i predkosci v = 1 wzgledem
punktu 0 jest wektor
M; =r x mr (25)

Matematyczne wprowadzenie do mechaniki ptynéow 9



Prawo zachowania momentu pedu dla osrodka ciaglego

a momentem pedu uktadu punktéw materialnych wzgledem punktu 0 jest suma momentéw
pedu wszystkich punktow uktadu:

n
M = Zri X mii'i (26)
i=1
Nastepujace twierdzenie wyrazg zasade zachowania momentu pedu dla n—punktéw ma-
terialnych.

Twierdzenie 2.1. Predkosé zmiany momentu pedu uktadu jest rowna sumie momentiw
sit zewnetrznych dziatajacych na punkty uktadu.
Dowod. Rozniczkujac rownanie (26) wzgledem czasu otrzymujemy
M n n
i=1 i=1

Pierwszy sktadnik po prawej stronie jest rowny zeru, ze wzgledu na wspot liniowos¢ wek-
torow w iloczynie wektorowym. Drugi sktadnik przeksztalcimy wykorzystujac réwnania
Newtona

n n n n

Zrixmii‘i:ZrixFi:Zrix Z FIJ—I—F; :ZI'Z'XF;

i=1 i=1 i=1 j=1,j#i i=1

W powyzszym réwnaniu wykorzystano fakt, ze dla sit wzajemnego oddzialywania zachodzi
F;j = —F;;, oraz ,ze rj X Fj; +1; x Fj; = (r; — rj) x F;; = 0. Ostatecznie mamy wiec

M ,
dt —

Z powyzszego twierdzenia otrzymujemy wniosek, ze jezeli uktad jest odosobniony to mo-
ment pedu ukladu jest zachowywany czyli M = const m

2.2 Prawo zachowania momentu pedu dla o$rodka ciagltego

Bedziemy przyjmowac, ze znaczenie symboli @, p,v,f t jest takie samo jak w definicji
zasady zachowania pedu.

Definicja 2.2. Mowimy,ze zasada zachowania momentu pedu dla oSrodka ciggtego jest
spetniona jezeli zachodzi

d

— prxvdvz/

p(rxf)dv—l—/rxtdS (28)
Q)

St

Dalej udowodnimy drugie prawo Cauchy’ego stwierdzajace symetrie tensora T, czyli
Ti; = Tji. W literaturze [?] warunek T;; = Tj; nazywa sie hipotezg Boltzmana. W klasycznej
hydrodynamice, jezeli rozpatrujemy zasade lokalnej rownowagi biorac pod uwage tylko sity
zewnetrzne, warunek ten wynika z zasady zachowania momentu pedu.

10 Henryk Kudela



Prawo zachowania momentu pedu dla o$rodka ciaglego

Twierdzenie 2.2. Drugie prawo Cauchy’ego

Przyjmuje sie zatozenie, ze zasada zachowania pedu jest spetniona. Zasada zachowania
momentu pedu bedzie spetniona wtedy ¢ tylko wtedy gdy tensor naprezen T jest symetryczny,
czyli Ty = T};.

Dowdd. Korzystajac z faktu, ze pod calka z lewej strony zasady zachowania momentu
pedu (28) wystepuje gestos¢ p przeksztatcimy ten wzor do postaci:

/ (rxpd—v>dvz/ p(rxf)dv+/ r x tdS (29)
Q dt Q Si

Dalej wykorzystamy zalozenie, ze zachodzi I prawo Cauchy’ego, czyli ze p% = pf +divT.
Wstawiajac to wyrazenie do lewej strony rownania (29) otrzymujemy

/ rx(pf+divT)dv:/ p(rxf)dv—{—/ r x tdS (30)
Q4 Q(t) St

Analizujac lewa i prawa strone rownania (30) dochodzimy do wniosku, ze bedzie zachodzita
rownosé gdy

/ r x (divT)dv = / r x tdS (31)

Q(t) Q(t)

Bedziemy teraz przeksztalcac¢ lewa i prawa strone powyzszego réwnania. Oznaczmy lewa
strone rownania (31) przez L; a prawg strone przez P;. Iloczyn wektorowy pod znakiem
calki zapiszemy przy pomocy symbolu Leviego-Civity (?7). Wyrazenie pod catka po lewej
stronie rownania (31), jego i-ta sktadowa, mozna przeksztalci¢ do postaci:

oT;
LZ' =rX diVT’i = Eijkx]‘diVT‘k = EijkxjaTZk (32)
i
Sktadowa i-ta iloczynu wektorowego po prawej stronie (31) jest rowna
(I‘ X t) ‘z = Eijkx]‘tk = Eijkx]‘anlk (33)

gdzie wykorzystano fakt, ze t, = n;Tj;. Prawg strone P;, korzystajac z wyrazenia (33) oraz
z twierdzenia Gaussa mozna przeksztatci¢ do postaci

0
PZ' = /(I‘ X t)\ZdS = / &?ijkxmlledS = —(Eijkijlk)dU
s s at 0y

oT;
= / <5ijk5lelk + 5ijk$ja—lk> dv
Ot T

gdzie §;; oznacza symbol Kroneckera (patrz (7?)). Poniewaz ¢;; = 1 tylko wtedy gdy j =1
wiec 40111k = €ijxT k. Poniewaz powinno zachodzi¢ L; = P; przyréwnujemy wyrazenia
(32) oraz (34). Stad

Ty, Ty,
1k T dU = ikl iikTi— | d 35
/Qtsjka:] oz, v /Qt <€ ik + €ijkT o2, v (35)

Matematyczne wprowadzenie do mechaniki ptynéow 11

(34)




Roéwnanie transportu pedu

Z porownania stron wyrazenia (35) wynika, ze aby L; = P; musi zachodzi¢
einTin=0, dla i=1,23 (36)
A wiec przyktadowo dla ¢ = 1 otrzymujemy
e1jkljk = €123T23 + €132T32 = To3 — T30 = 0

Znaczy to, ze Thg = T3o. Warunek (36) oznacza

(T, =Tu dla =123 (37)

co nalezalo wykaza¢. m

2.3 Roéwnanie transportu pedu

Prawo zachowania pedu (23) moze by¢ podobnie jak rownanie ciggtosci (??7) zapisana dla
objetosci kontrolnej. Wykorzystujac twierdzenie transportowe (?7?) i przyjmujac za f w
rownaniu transportowym f; = pv; prawo zachowania pedu, dla objetosci kontrolnej, ktora
w chwili ¢t = ¢y pokryta sie z objetoscig poruszajaca sie z ptynem Q(¢y) mozna przedstawic
w postaci

2/ (pv; +div (pvo;)) dv :/ of dv +/ t; dS dla 1=1,2,3 (38)
Ot Jot) Q(to) o9

Dalej, Korzystajac z twierdzenia Gaussa rownanie (38) mozna zapisa¢ nastepujaco

é/ pvidv—i—/ pviv'ndS:/ pfidv—i—/ t; dS dla i=1,2,3 (39)
ot Jauy) o0 Q(to) o0

Rownanie (?77?) nazwane jest rownaniem transportu pedu. Mozemy je zinterpretowac
nastepujaco: Suma szybkosci zmiany pedu w objetosci kontrolnej oraz strumienia pedu przez
przez powierzchnie ograniczajgeg 0(ty) réwna sie sumie sit zewnetrznych.

Przenoszac catke [5, p(v-nv;)dS w rownaniu (39) na prawg strone mozna to rownanie prze-
ksztalci¢ do postaci wykorzystywanej do obliczeania sil wywieranej przez plyn na oplywane
cialo na podstawie tylko pola predkosci

é/ pv; du+ = / pfi dv ~|—/ (t; — pv;v-n) dS dla i=1,2,3 (40)
ot Q(to) Q(to) o0

Zalozmy, ze sity masowe wystepujace w przeplywie mozna pominaé, (f =~ 0) oraz, ze
przeptyw jest ustalony (9(-)/dt = 0. Niech S. oznacza powierzchnie ciata statego, ktore
znajduje sie wewnatrz objetosci kontrolnej €. Powierzchnia objetosci kontrolnej jest sumag
powierzchni ciata statego i zewnetrznej granicy objetosci 2, 9Q. Ze wzoru (40) mamy

/ (t —pvv-n) dS+/(t—pvv'n) dsS=0 (41)
[2}9]

(&
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Roéwnanie transportu pedu

Sita z jaka ptyn oddzialywuje na ciato okreslana jest wzorem
Fp=-— / t dS (42)

Poniewaz na powierzchni ciata staltego v - n = 0 wiec na mocy wzoru (41) otrzymujemy

F:/aQ(t—pvv-n)dS (43)

W praktyce obszar kontrolny wybiera sie w ten sposoéb, ze wektor naprezen t na zewnetrzne;j
powierzchni obszaru kontrolnego 0€), w pewnej odleglosci od brzegu ciala stalego, ma
ustalona, stala wartos¢. Wiec

F:—/ctdS:—/aQ pv(v -n) dS (44)

Zademonstrujemy takie podejscie obliczania sity oddzialywania cieczy na cialo nazywanej
reakcja hydrodynamiczna, na kilku przyktadach.

Przyktad 2. Obliczyé site oporu Fp ciata optywanego jednorodnym strumieniem ptynu o
gestosci p i predkosci Uss na podstawie rozktadu predkosci vi(xe) za oplywanym ciatem.
Przyjaé, ze profil predkosci za ciatem mozna przyblizyé funkcjg vi(x2) = Ux (1 — 0.5cos %) (rys.
7). Zaktadamy ze objetosé kontrolna jest na tyle duza, ze mozna zatozyé, ze wzdtuz krawe-

n 17 D ﬁl C
- T T~ - N B —
2 | U., . ] V=
I Bl o« |
I — ="
(Ja— N 1
e X, l_. s ] Ui
T L t $lad
| . LT I \
g I objetosdé E_. aerody-
I | kontrolna gy namiczny
| o g £
B

Rysunek 7: Wyznaczanie sity oporu na podstawie rozktadu predkosci uj(ze) w sladzie
aerodynamicznym

dzi ABCD wektor naprezen jest staty t; = ¢, i = 1,2,3, a wiec fAﬁﬁ)t dS = 0. Sita
oporu, ktora réwna sie rzutowi sity F na kierunek os ey (réwnolegta do kierunku Us) na
podstawie wzoru (43) jest réwna

FD:F-elz—//\pvl(v-n)dS (45)
ABCD

Catka ze sktadowej strumienia pedu w kierunku osi x1 jest rowna sumie catek po poszczegol-

nych krawedziach AB,BC,CD i DA. Na krawedziach AB,CD i DA v1 = Uy,. Na krawedzi

Matematyczne wprowadzenie do mechaniki ptynéow 13
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BC, vy (v -n) =v?. Na krawedzi DA wektor normalny jest skierowany na zewngtrz obszaru
kontrolnego, przeciwnie do naptywajacej predkosci Usy,n = (—1,0,0), wiec v-n = —Uy.
Sted

Fp :/ApUgo dS — Uy [//\pv-n dS+/ApV-n dS] +/Apv§ ds  (46)
DA AB CD BC

Nalezy wyznaczyé warto$¢ sumy catek w nawisie kwadratowym Mozna to zrobié postugujgc
ste réwnaniem ciggltosci fABCD pv-n dS = 0,(patrz réwnanie ciggtosci (17)). Zaktadamy,
ze ruch jest ustalony. Suma strumieni mas przez krawedzie AB 1 DC musi si¢ réwnaé

sumie strumieni przez krawedzie DA 1 BC. Tak wiec

//\ pv-n dS + //\ pv-n dS = //\ pUsodS — /A pv1 dS (47)
AB BC DA BC

Po wstawieniu prawej strony réwnodci (47) do réwnania (46) oraz przyjeciu, ze dS = 1-dy,
otrzymujemy

h h
Fp = pULh — pU2h + pUss / i 1 dzs — / i pv? dS (48)
2 2

Po redukcji i niewielkim przeksztatceniu réwnanie (48) mozna zapisaé jako

h
2 0 v
FD:pUgo/h U—l <1—U—1> dzy (49)

2

Zwréémy uwage ,ze wyrazenie podcatkowe zeruje sie poza Sladem aerodynamicznym. A wiec
przedzial catkowania mozna rozszerzyé na przedziat (—oo,00). W teorii warstwy przyscien-
nej warto$é catki interpretuje sie jako miare defektu pedu spowodowanej lepkoscig ptynu 4
nazywa sie gruboscig straty pedu.

Przyktad 3. Na rys.(8) schematycznie przedstawiono strumien ptynu o jednorodnym roz-
ktadzie predkosci Uy naptywajgcy na na poziomg ptyte o dtugosci L 1 jednostkowej szerokosci
b=1/?], [?]. Na wskutek lepkosci ptynu, predkosé czqstek na powierzchni plyty jest réwna
0. Czgstki ptynu w najblizszym sqgsiedztwie powierzchni sq wyhamowywane. Lepkosci ptynu
ma jednak istotne znaczenie w warstwie w poblizu $ciany o grubosci 6. Warstwe tg, wewngtrz
ktorej predkosé ptynu zmienia sie od zera na $cianie do wartosci Uy na granicy y = § na-
zywa ste warstwg przysciennag. W przekroju AD rozktad predkosci jest rownomierny i ma

warto$é Uy. W przekroju BC' predkosé opisana jest rozktadem u(xe) = Uy (%% — % (%2)2>

Brzeg C'D utworzony jest przez linie produ, to znaczy zZe strumierni masy przez brzeg CD
jest rowny zero. Nalezy zwroci¢ uwage, ze strumien tem ma wartoS¢ rozng od zera przez
granice warstwy przySciennej zaznaczane] na rysunku linig przerywang. Cisniente w stru-
mieniu jest state wiec nie ma wktadu do wypadkowej sity oporu. Nalezy wyznaczyc sie site
tarcia z jakg ptyn wywiera na ptyte wykorzystujgc rownanie transportu pedu.

Rozwiazanie. Do rozwazan przyjmujemy objeto$é kontrolng ABCD x b. Rozktad predko-
Sci nie zalezy od zmiennej x3. Reakcja hydrodynamiczna, réwna sile tarcia wywotana jest

14 Henryk Kudela



Roéwnanie transportu pedu

ptytka odﬁgoéci L
i szerokosci b

Rysunek 8: Wyznaczanie sily tarcia w warstwie przyscienne;j

defektem (stratq) pedu. Sita tarcia bedzie si¢ réwnata

h 4
FD:F-elz—/ pul(u-nds:—/ pUo(—=Up)b dxg—,o/ ub dxrgy =

é
= pUgbh — pb/ u?dzy
0

Pozostaje nam jeszcze wyznaczenie zwigzku dla nieznanej wielkosci h. W tym celu, jak
w przyktadzie wyzej, ponownie skorzystamy z rownania ciggtosci ((77)).Strumienie masy
wptywajgceej do obszaru ABCD przez krawedZ DA musi sie réwnaé strumieniowi przez
krawed? CB. A wiec

h 4
,0/ v-ndA=0= ,0/ (—=Up)bdzs + ,0/ ub dxo (51)
ABCD 0 0
Z powyzszego réownania mamy
1 4
h=— d 52
i /0 u dzo (52)

Po wstawieniu wyrazenia (52) do (50) wyrazenie na site tarcia wywierang przez plyn na
ptyte ma postaé (b=1)

6 00
Fp= p/ u(Up —u) dze = pUg/ ° <1 — i) dxo (53)
0 o Uo Uo

Zwréémy uwage na identyczng postaé catek we wzorach (53) oraz (48). Catke tg nazywa sie
grubodcia utraty pedu a jej wartosé jest jednym z parametréow charakteryzujgcych warstwe
przyscienng [?], [?]. Bedziemy jg oznaczaé przez ©

*® U
0= —|1-—=] d 54
/0 Uo( Uo> . (54

Tak wiec site tarcia mozna zapisaé jako

Fp = pbUZ© (55)
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Wzor (54) zostat po raz pierwszy przez von Karman w 1921 roku. Jezeli do wzoru (54) za
predko$é u wstawimy zatozZony profil predkosci

3z 1/
u(z1, z2) = Up [——2 -5 <72

bo 2 )3} 0 < 29 < 5(a1) (56)

oraz dla wygody przeprowadzenia obliczeri dokonamy zamiany zmiennej n = ¥ to otrzy-
mamy

'3 1 3.1 39 1
=0 (Zn—=®)1 -9+ =) dnp= —5(x1) =~ =0
0 =3 [ Gu— 50— 3+ 37°) dn = (e = o) 67)
Wzor na site tarcia (55) wynosi
39,

Duza prostota obliczania sity oporu (tarcia) z wykorzystaniem wzoréw catkowych Karmana
polega na fakcie, zZe unikamy rozwigzywania nieliniowych réwnan rézniczkowych czgstko-
wych aby wyznaczyé rozktad predkosci, ktory to rozktad mozna bytoby wykorzystaé do wy-
znaczenia naprezen stycznych. W podejsciu von Karmana cate obliczenia wyznaczenia sity
tarcia sprowadzajg sie do przyjecia pewnego rozktadu predkosci w warstwie przyscienney,
wyznaczenia parametru © (grubosci utraty pedu) 1 wyznaczenia zaleznosci grubosci war-
stwy przy$ciennej od zmiennej x1, d(x1). Dla profilu predkosci najczesciej przyjmuje sie
postaé wielomianowq [?], [?], [?]. W niniejszym przykladzie przyjeto wielomian rzedu trze-
ciego u(y) = ag + a1y + azy?® + azy®. Wartosci wspdtczynnikow okresla sie z warunkdw
brzegowych u(0) = 0, w(d) = Uy, «'(6) =0, «"(0) = 0. W nagprostszym przypadku
mozna przyjec nawet wielomian rzedu pierwszego u(y) = Up%, Zadajgc tylko, aby spetnione
bylty dwa warunki uw(0) =0, w(d) = Uy. Dla profilu linowego parametr © = %(5.

Nalezy jeszcze okreslic gruboscit warstwy przysSciennej na koricu ptyty @ okreslié jak zmienia
sie grubo$é warstwy przysciennej 6(xq).

Newtonowi przypisuje sig, stwierdzenie ze plyn poruszajgcy sie nad ptytq wywoluje, na
wskutek lepkosci, naprezenia proporcjonalne do szybkosci zmian predkosct w kierunku pro-
stopadtym do $ciany

ou N

Ts = Ma—ma (59)

m?2
gdzie wspotczynnik proporcjonalnosci p nost nazwe wspotczynnika lepkosci dynamiczney.

Wzér (59) jest stuszny tylko dla przeptywéw nazwanych laminarnymi. Site tarcia wzdtuz
plyty mozna wyznaczyé, ze wzoru

L
Fo(z) = b /0 ro(2) dz (60)

Jezeli rézniczkujemy wzory (55) i (60) @ przyréwnamy do siebie to otrzymamy réwnanie
rozniczkowe

,dO

— = b1y 1
0d$ T (6)

pb
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X warstwa przyscienna U
2 U0= 8(X1) L _—:‘ \ _0_,:|
S e D R
= e e B
Ts Ts \ Ts Ts 1
ou/oX,|
X2=0

Rysunek 9: Formowanie si¢ laminarnej warstwy przysciennej. Zwroécimy uwage, ze grubosé
warstwy rosnie jak §(z1) ~ /2 a naprezenia styczne malejg na $cianie malejg 74 ~ /2

Réwnanie (61) podane przez von Karmana nazywane jest catkowym réwnaniem pedu dla
warstwy przySciennej. Formalnie wyprowadza sie na podstawie uproszczonych rownan roz-
niczkowych czastkowych ruchu cieczy w warstwie przysciennej [?], [?], [?] . Rownanie (61)
wazne jest zarowno wtedy gdy przepltyw w warstwie przysciennej jest laminarny jak rowniez
gdy jest turbulentny. Dla przyjetego rozktadu predkosci (56) naprezenia styczne wynoszq

ou 3 uly
s= M- =35 2
TSl T3 g (62)

Po wstawieniu wzorow (57) oraz (62) do réwnania (61) otrzymujemy rownanie dla 6(x)

3945 _ 3 p
280dx  26pUy

(63)

Dalej wprowadzimy znaczenie v = % , ktory to wspotczynnik nazywamy kinematycznym
wspotczynnikiem lepkoSci. Ostatecznie otrzymujemy réwnanie

dé 140 v
— 7 64
dzx 13 Uo ( )
Catkowanie réwnania (64) wzdtuz pltyty daje
1) 4.64
o) gy [ = A6 (65)
T Uy x v Re,
gdzie Re, = U?/m jest bezwymiarowq liczbg nazywang liczbg Reynoldsa. Ze wzoru (65)

wynika, ze grubo$é warstwy przysciennej zmienia sie jak 6(x) ~ x'/2. Wzor (65) pozwala
obliczyé grubo$é warstwy przysciennej na koncu ptyty. Stad ostatecznie wzor dla sity tarcia

ma postac
Fp =0.646 b \/U3Lpu (66)

Wspotczynnik 0.646 we wzorze (66) w doktadnym wyrazeniu dla sity tarcia (rozwigzanie
Blasiusa [?]) ma wartosé 0.664. Blad wzgledny nie przekracza wiec 3%. Ze wzoru (66)
wynika, ze sita tarcia jest proporcjonalna do dtugosci ptyty jak Fp ~ L'/2. Z doswiadczenia
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wiadomo,ze przy przeptywie bardzo wolnym sita ta jest proporcjonalna do dtugosci ptyty w
pierwszej potedze Fp ~ L. W takim przypadku 6 ~ L. Narusza to podstawowe zalozenie
teorii warstwy przysciennej, ze L >> 6. Jednym z gtdwnych zatozeri waznosci teorii warstwy
przyscienne], a wiec rowniez powyzszych wzoréw von Karmana, jest to, ze grubo$é warstwy

przysciennej jest duzo razy mniejsza o charakterystycznego rozmiaru optywanego ciata ,% <

0.1. Zaleznosé Fp ~ LY? wynika to z faktu, ze naprezenia styczne na Scianie malejg wraz
ze wzrostem grubosci warstwy T ~ ZE1_1/2, (patrz wzor (62).). Z eksperymentu wiadomo,
ze przeptyw laminarny, dla ktérego obowigzuje wzor na naprezenia styczne na Scianie (62)
utrzymuge sie az do chwili gdy mamy gdy Re, < 10° +10°. Dla wigkszych liczb Reynoldsa
nastepuje utrata stabilnosci przeptywu w warstwy przysciennej © ruch z ruchu laminarnego
(warstwowego) przeksztatca sie w ruch turbulentny.

Obliczmy zatem jeszcze grubo$é warstwy przysciennej na koncu ptyty @ liczbe Reynoldsa
dla ptyty o dtugosci L—1m, ktora jest optywana jest powietrzem v = 151076 m?/s, z
predkoscig Uy = 1 m/s>.

1 4.64 -1
Rep = ——— 66600, (1) = ——— ~0.018 m = 1.8 cm
L= 1510-6 (1) /66600

Jezeli liczba Rynoldsa Re, > 10%, naprezenia na $cianie okresla sie ze wzordw empirycz-
nych, np. jednen z takich wzoréw ma postaé [?]

1/4
_ 2 (Y
75 = 0.0225pU ( i 5) (67)

Usredniony rozktad predkosci dla przeptywu turbulentnego w warstwie przysSciennej przyj-
muje sie rowniez na podstawie badan doswiadczalnych i jedng z bardziej popularnych formut
jest wzor nazywany prawem potegi jednej—siodmey

u(es) = U (4)". (65)

Dla rozktadu predkosci wedtug prawa potegi jednej—siodmej wzor (61) oraz (67) okreslajq
zmiane gruboSci turbuletnej warstwy przysciennej jako g = % /?].
€x

2.4 Zadania kontrolne

Zad.1. Wyznaczy¢ wspotczynnik oporu ¢, = pvf—‘jzc,( fa—jednostkowa sita oporu przypa-
dajaca na jednostke diugosci prostopadlej do plaszczyzny rysunku). Obszar kontrolny jest
prostokatem. Profil predkosci na powierzchni 1 jest jednorodny réwny v = Uy, natomiast
profil predkosci na powierzchni 2 za cialem zadany jest wzorem:

%el + veq dla 0<z9<H
Use1 + vpes dla H<z9<2H
—%el—veg dla — H<x,<0
Use1 — vpes dla —2H<ax9<-H

gdzie v(x1,x9) oraz vg(x1) sa skltadowymi pola predkosci w kierunku osi eq, ktore nie
sa mierzone. Wymiar pionowy obszaru kontrolnego wynosi H,a wymiar podtuzny profilu
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c. Wektor naprezenia t = —po, - n jest staly na zewnetrznych powierzchniach 1,2,3,4
objetosci kontrolnej (rys. 10). Przeptyw nalezy uwazaé za niedcisliwy.

> 3) »
i &) !
H i V=Ug,
—_ H=0025 | ———"-p
: !
> |
VeUo 1o x i
—> 42 H=0025 |
— | X, — L A iy
- i =Uaf-ylH)
! !
s 1
—o o)
! _
> @ P Y e
&) >

Rysunek 10: Do zadania 1.

Zad.2. Objetos¢ kontrolna utworzona jest z dwoch linii pionowych na wlocie i wy-
locie z obszaru oraz dwoéch linii pradu 3 oraz 4 na rys. 11. Przeplyw jest niescisliwy,
dwuwymiarowy i ustalony. Zmierzony profil predkosci za cialem przyblizono wyrazeniem
v =Us(1—0.5cos 2’}?;) Wektor naprezenia na zewnetrznej powierzchni obszaru kontrol-
nego jest staly t = —po - n. Wyznaczy¢ wspotczynnik oporu dla profilu.

Linia prqdu

R IO W AR— —
iy X Hp=0.025¢ |
H, it? i

v :I_. ] T
X —— v :
‘ s
: i

o'
0.5 cos. —3)
2Hp

Rysunek 11: Do zadania 2.
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