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1 Prawo za
howania p�du�równania ru
hu 
ie
zyW obe
nym podrozdziale b�dziemy zajmowa¢ si� dynamik¡ ru
hu o±rodka 
i¡gªego. Wyko-rzystuj¡
 zasad� za
howania p�du (drug¡ prawo Newtona), zostanie wyprowadzone równa-nie ru
hu dla o±rodka 
i¡gªego. Dla kompletno±
i i przejrzysto±
i wykªadu przypomnijmynajpierw zasad� za
howania p�du dla ukªadu n punktów materialny
h, korzystaj¡
 z [?℄.1.1 Zasada za
howania p�du dla ukªadu n punktów materialny
hNie
h w przestrzeni R

3 znajduje si� n- punktów materialny
h. Poªo»enie punktów opisy-wane jest wektorem r = (x, y, z), a i
h ru
h równaniami Newtona:
mir̈i = Fi (1)gdzie Fi ozna
za siª� dziaªaj¡
¡ na i�t¡ 
z¡stk� o masie mi. Wzór opisuj¡
y siª� F wyzna-
zany jest do±wiad
zalnie. Na przykªad Newton odkryª prawo oddziaªywania grawita
yj-nego: dwie masy mi mj oddziaªywaj¡ na siebie wedªug wzoru

Fij = G
mi mj

r2
ij

(2)1



Zasada za
howania p�du dla ukªadu n punktów materialny
hgdzie G ozna
za staª¡ grawita
ji a r2
ij = xi − xj)

2 + (yi − yj)
2 + (zi − zj)

2. W ukªa-dzie n − punktw punktów materialny
h siªy dziaªaj¡
e mi�dzy punktami, nazywane s¡siªami wzajemnego oddziaªywania. Dziaªaj¡ one wzdªu» prostej ª¡
z¡
ej punkty, i zale»¡od odlegªo±
i mi�dzy nimi, Fij ∼ (|ri − rj |). Dla siª wzajemnego oddziaªywania za
hodzi
Fij = −Fji. Je»eli siªy dziaªaj¡
e na punkty s¡ siªami tylko wzajemnego oddziaªywania, totaki ukªad punktów nazywamy ukªadem zamkni�tym (izolowanym). W ukªadzie zamkni�-tym siªa dziaªaj¡
a na i�t¡ 
z¡stk� jest sum¡ wszystki
h siª oddziaªywuj¡
y
h na i-t¡
z¡stk� od 
z¡stek pozostaj¡
y
h w ukªadzie zamkni�tym, a wi�


Fi =
n

∑

j=1,i6=j

Fij (3)Gdy ukªad 
z¡stek nie jest izolowanym, wtedy na i�t¡ 
z¡stk�, opró
z siª wzajemnegooddziaªywania, dziaªa siªa zewn�trzna, Fzi, i wtedy
Fi =

n
∑

j=1,i6=j

Fij + Fzi (4)

Rysunek 1: Siªa wzajemnego oddziaªywania mi�dzy 
z¡stkami i oraz j wraz z siªa ze-wn�trzna dziaªaj¡
a na 
z¡stk� iDe�ni
ja 1.1. P�dem ukªadu n�punktów nazywamy wektor
p =

n
∑

i=1

miri (5)Udowodnimy twierdzenie o za
howaniu p�du:Twierdzenie 1.1. Pr�dko±¢ zmiany p�du ukªadu równa si� sumie wszystki
h siª zewn�trz-ny
h dziaªaj¡
y
h na punkty ukªadu izolowanego2 Henryk Kudela



Prawo za
howania p�du dla o±rodka 
i¡gªegoDowód.
dp

dt
=

n
∑

i=1

mir̈i =
n

∑

i=1

Fi =

n,n
∑

i,j=1,i6=j

Fi,j +
n

∑

i=1

Fzi =
n

∑

i=1

FziSuma siª wzajemnego oddziaªywania ∑n,n
i,j=1,i6=j Fi,j = 0 poniewa» Fi,j = −Fj,iWniosek: Je»eli siªy zewn�trzne dziaªaj¡
e na ukªad izolowany s¡ równe zeru to p�d ukªadunie ulega zmianie1.2 Prawo za
howania p�du dla o±rodka 
i¡gªegoZ poprzedniego rozdziaªu wynika, »e zmiana p�du wyró»nionej, poruszaj¡
ej si� obj�to±
i

Ω mo»e dokona¢ si� tylko na wskutek siª zewn�trzny
h. W me
hani
e pªynów rozpatrujesi� dwa rodzaje siª zewn�trzny
h: siªy daleko zasi�gowe, tak jak na przykªad siªy grawita-
yjne f = (0, 0,−g), które nazywane s¡ siªami masowymi, oraz blisko (krótko) zasi�gowenazwane siªami powierz
hniowymi, które powstaj¡ z �zy
znego kontaktu z pomi�dzy ma-teriaªem zewn�trznym i znajduj¡
ym si� we wn�trzu zamkni�tej powierz
hni. Aby opisa¢oddziaªywanie siª powierz
hniowy
h, które b�d¡ uwzgl�dniaªy oddziaªywanie o±rodka ota-
zaj¡
ego na ukªad izolowany do rozwa»a« wprowadza si� poj�
ie wektora napr�»e« topisuj¡
ego g�sto±¢ siªy przypadaj¡
¡ na jednostk� powierz
hni. Siªa ta jest efektem od-dziaªywania o±rodka zewn�trznego na o±rodek wewn�trzny. Poªo»enie o±rodeka zewn�trznyi wewn�trzny 
harakteryzuje jednostkowy wektor normalny powierz
hni rozdziaªu. Przyj-muje si�, »e wektor normalny skierowany jest na zewn¡trz zamkni�tej obj�to±
i. Skierowanyjest od strony ujemnej powierz
hni do strony dodatniej. Wektor normalny wprowadzaorienta
j� powierz
hni. Postuluje si� równie», »e wektor napr�»e« b�dzie zale»aª tylko odwektora normalnego n (nie zale»y od krzywizny brzegu) oraz poªo»enia x. Siªa wypadkowa

Rysunek 2: Brzeg ukªadu obªo»ony jest wektorem napr�»enia, który zale»y od orienta
jibrzegu, wektora jednostkowego n, poªo»enia x i 
zasu t.Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 3



Zasada lokalnej równowagi napr�»e«dziaªania wektora napr�»e« na zorientowan¡ powierz
hni� ∂Ω zadana jest wzorem:
Ft =

∫

∂Ω
t(n,x)dSx (6)gdzie dSx jest i�nitezymaln¡ powierz
hni¡ w punk
ie x. Podobnie, wypadkowy moment siªwzgl�dem punktu c jest okre±lony wzorem

Mt =

∫

∂Ω
(x − c) × t(n,x)dSx (7)Dalej fundamentalne zna
zenie w sformuªowaniu zasady za
howania p�du b�dzie miaªazasada napr�»e« Cau
hy'ego [?℄.Zasada napr�»e« Cau
hy'ego: oddziaªywanie o±rodka zewn�trznego na dowoln¡ za-mkni�t¡ powierz
hni� S mo»na zast¡pi¢ rozkªadem na tej powierz
hni wektora napr�»e«

t = ((t1(x1, x2, x3), t2(x1, x2, x3), t3(x1, x2, x3)), którego wypadkowa i moment s¡ równo-wa»ne wszystkim rze
zywistym siªom dziaªaj¡
y
h w materialnym o±rodku 
i¡gªym i znaj-duj¡
ym si� na zewn¡trz powierz
hni S.W literaturze podkre±la si� niezwykª¡ prostot� i pomysªowo±¢ zasady Cau
hy'ego. Ge-nialno±¢ tej zasady mo»na do
eni¢ o
eniaj¡
 post�p jaki si� dokonaª w badania
h naddynamik¡ o±rodka 
i¡gªego po jej wprowadzeniu. Zasada Cau
hy'ego od razu staªa si�jedn¡ fundamentalny
h zasad o±rodka 
i¡gªego.De�ni
ja 1.2. Mówimy, »e dla g�sto±
i ρ, deforma
ji Φ, pola pr�dko±
i v, g�sto±
i siªmasowy
h f , oraz wektora napr�»e« t speªniona jest zasada za
howania p�du gdy za
hodzirówno±¢
d

dt

∫

Ωt

ρvdυx =

∫

Ωt

ρfdυx +

∫

St

tdS (8)1.3 Zasada lokalnej równowagi napr�»e«Równanie (8) wyra»aj¡
e prawo za
howania p�du, ze wzgl�du na to, »e pod 
aªk¡ z lewejstrony wyst�puje g�sto±¢ (patrz wzór (??)) mo»na zapisa¢ nast�puj¡
o:
∫

Ωt

ρ
dv

dt
dυx =

∫

Ωt

ρfdυx +

∫

St

tdS (9)Zastosujemy teraz do równania (9) twierdzenie o warto±
i ±redniej, przyjmuj¡
, »e obj�to±¢
Ωt jest zale»na do wymiaru liniowego L w pot�dze trze
iej |Ωt| = λvL

3 a powierz
hnia Stw pot�dze drugiej |St| = λsL
2

λvL
3ρ∗

dv

dt

∗

= λvL
3ρ∗f∗ + λsL

2t (10)Je»eli przejdziemy do grani
y L → 0 to aby równo±¢ (10) byªa speªniona musi za
hodzi¢:
lim
L→0

1

L2

∫

St

tdS = 0 (11)4 Henryk Kudela



Zasada lokalnej równowagi napr�»e«Równanie (11) nazywa si� zasad¡ lokalnej równowagi. Zwró¢my uwag�, »e równanie (11)jest równaniem wektorowym, a wie
 za
hodzi dla ka»dej skªadowej wektora t = (t1, t2, t3).Zasada ta wyra»a fakt,»e siªy powierz
hniowe dla niesko«
zenie maªej obj�to±¢ b�d¡ si�wzajemnie równowa»y¢. Zasad¡ t¡ posªu»ymy si� do okre±lenia zale»no±
i wektora napr�-»e« t od orienta
ji powierz
hni zadanej wektorem normalnym n. Dokonuje si� tego zwyklewybieraj¡
 sz
zególne formy obszaru Ω i stosuj¡
 do takiego obszaru zasad� lokalnej rów-nowagi napr�»e« (11).Najpierw wybierzemy obszar w ksztaª
ie niesko«
zenie 
ienkiego prostopadªo±
ianu, któ-rego róg umiesz
zony jest w punk
ie x, szeroko±¢ i dªugo±¢ ±
ian ma wymiar L a gª�boko±¢
εL, ε << 1. Na mo
y równania (11), zastosowanej do tego obszaru oraz twierdzenia o

Rysunek 3: Prostopadªo±
ian w formie 
ienkiej pªytki o grubo±
i ε. Zasada lokalnej równo-wagi napr�»e« zastosowana do takiego obszaru daje t(n) = −t(−n)warto±
i ±redniej otrzymujemy:
∫

St

tidS = L2 [ti(xp, t,n) + ti(xt, t,−n) + εBi)] (12)gdzie
Bi = ti(xb1 , t,n1) + ti(xb2 , t,n2) + ti(xb3 , t,n3) + ti(xb4 , t,n4),indeksy bi odnosz¡ si� do ±
ian bo
zny
h o powierz
hni εL2, a punkty xp oraz xt le»¡na ±
ianie przedniej i tylniej. Korzystaj¡
 z zasady lokalnej równowagi napr�»e« (11) orazzakªadaj¡
, »e wektor napr�»e« jest 
i¡gªy i xp oraz xt d¡»¡ do punktu x gdy L → 0otrzymujemy

ti(x, t,n) + ti(x, t,−n) = 0 i = 1 , 2 , 3. (13)Zauwa»my, »e Bi na mo
y 
i¡gªo±
i wektora t jest ograni
zone i 
zªon εBi mo»emy u
zyni¢dowolnie maªym. Równanie (13) stanowi odpowiednik III zasady Newtona, »e ak
ja równasi� reak
ji :
t(x, t,n) = −t(x, t,−n) (14)Dalej jako sz
zególn¡ posta¢ obszaru wybierzemy 
zworo±
ian (rys.??). Na
hylona ±
iana
zworo±
ianu ma pole równe L2 i wektor normalny do niej jest równy n = (n1, n2, n3).Jej równanie ma posta¢: n1x1 + n2x2 + n3x3 = d. Natomiast ±
iany bo
zne s¡ wzajemnieMatematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 5



Zasada lokalnej równowagi napr�»e«prostopadªe a i
h kraw�dzie s¡ równolegle do osi ukªadu ei. A wi�
 wektor normalny do±
iany Si jest równy −ei. Pola ±
ian bo
zny
h odpowiadaj¡ rzutowi ±
ian na
hylonej
Si = n · S = niS, i = 1, 2, 3. (15)gdzie ni = cos θi, a k¡t θi równa si� k¡towi na
hylenia wektora normalnego do osi ei. Siªapowierz
hniowa po
hodz¡
a od j-tej skªadowej wektora napr�»e« tj na powierz
hni� Si namo
y twierdzenia o warto±
i ±redniej jest równa

Sitj(xi, t,−ei)gdzie xi ozna
za punkt le»¡
y na i−tej ±
ianie. Stosuj¡
 zasad� lokalnej równowagi na-

Rysunek 4: Czworo±
ian Cau
hy'ego.pr�»e« (11) do 
zworo±
ianu z rysunki 4, przyjmuj¡
, »e S ≡ L2, otrzymujemy
n1tj(x, t,−e1) + n2tj(x, t,−e2) + n3tj(x, t,−e3) + tj(x, t,n) = 0 (16)Ze wzoru (14) mamy tj(x, t, ei) = −tj(x, t,−ei). Wzór (16) mo»na przeksztaª
i¢ do posta
i

tj(x, t,n) = n1tj(x, t, e1) + n2tj(x, t, e2) + n3tj(x, t, e3), j = 1, 2, 3 (17)Z posta
i wzoru (17) wida¢, »e skªadowe wektora napr�»e« (tj , j = 1, 2, 3) wyra»aj¡ si�przez kombina
j� liniow¡ skªadowy
h wektora normalnego n = (n1, n2, n3). Wprowadzaj¡
ozna
zenie
Ti,j = tj(x, t, ei) (18)wzór (17) mo»na przedstawi¢, korzystaj¡
 z konwen
ji suma
yjnej jako

tj(x, t,n) = niTij(x, t), j = 1, 2, 3. (19)lub w posta
i wektorowo�tensorowej jako
[t1, t2, t3] = [n1, n2, n3]





T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33



 = n ·T (20)6 Henryk Kudela



Zasada lokalnej równowagi napr�»e«gdzie n·T ozna
za uogólniony ilo
zyn skalarny wektora przez tensor i wynikiem jest wektor.Tak wi�
 wektor napr�»enia, jako liniowe odwzorowanie wektorowe, zadany jest ma
ierz¡dziewi�
iu wspóª
zynników:
[T] =





T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33



 (21)Ma
ierz [T] nazywa si� tensorem napr�»e«. Skªadowe tensora napr�»e« T11, T22, T33 na-zwane s¡ napr�»eniami normalnymi. Sze±¢ skªadowy
h tensora napr�»e« le»¡
y
h pozagªówn¡ przek¡tn¡ T12, T13, T21, T23, T31, T32 nazwane s¡ napr�»eniami ±
inaj¡
ymi. Jed-nostk¡ napr�»e« jest N/m2. Jeden Newton na jeden metr kwadratowy nazywa si� Pas-
alem.Przykªad 1. Skªadowe tensora T zadane s¡ ma
ierz¡ wspóª
zynników
[T] =





21 −63 42
−63 0 84
42 84 −21



1. wyzna
zy¢ wektor napr�»e« t(P ) w kierunku zadanym wektorem normalnym n =
(1/7)(2e1 − 3e2 + 6e3)2. wyzna
zy¢ napr�»enia w punk
ie P je»eli punkt P le»y na pªasz
zy¹nie 2x1+2x2+x3 =
2 .Rozwi¡zanie1. Z równania (17) mamy

[t1, t2, t3] = [
2

7
,−3

7
,
6

7
]





21 −63 42
−63 0 84
42 84 −21



 = [69, 54, −42]Wektor napr�»e« ma posta¢ t = 69e1 + 54e2 − 42e3. Napr�»enia te wyst�puj¡ napªasz
zy¹nie wyzna
zonej wektorem normalnym do niej n = [27 ,−3
7 , 6

7 ].2. Wektor jednostkowy do pªasz
zyzny f(x1, x2, x3) = 2x1 + 2x2 + x3 − 2 = 0 ma posta¢
n = ∇f/|∇f | = (1/3)(2e1 + 2e2 + e3). Z równania (17) mamy

[t1, t2, t3] = [
2

3
,
2

3
,
1

3
]





21 −63 42
−63 0 84
42 84 −21



 = [−14, −14, 77]Tym razem wektor napr�»e« ma posta¢ t = −14e1 − 14e2 + 77e3.Z przedstawionego przykªadu jasno wynika, »e napr�»enia zale»¡ od na
hylenia pªasz-
zyzny prze
inaj¡
ej o±rodek 
i¡gªy oraz od wspóª
zynników tensora napr�»e«.Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 7



Zasada lokalnej równowagi napr�»e«

Rysunek 5: Interpreta
ja skªadowy
h tensora napr�»e« w kartezja«skim ukªadzie wspóª-rz�dny
h. Wszystkie skªadowe tensora napr�»e« s¡ dodatnie poniewa» i
h kierunki pokry-waj¡ si� z kierunkami osi wspóªrz�dny
hDziewi�¢ skªadowy
h tensora napr�»e« Tij 
z�sto prezentowane przy pomo
y strzaªek�wektorów zwi¡zany
h ze ±
ianami prostopadªo±
ianu ( rys. 5) Nale»y jednak mie¢ na uwadzefakt, »e prostopadªo±
ian przedstawiony na rys. 5 nie jest wypeªniony o±rodkiem 
i¡gªym.Jest to tylko pewna konwen
ja przedstawienia skªadowy
h tensora napr�»e«. W rze
zywi-stym o±rodku 
i¡gªym wszystkie dziewi�¢ skªadowy
h tensora odnosi si� do pojedyn
zegopunktu x.Na rysunku rys.6 przedstawiono napr�»enia na element powierz
hni punk
ie x, do którejwektor normalny równa si� e3. Oddziaªywanie o±rodka materialnego nad elementem po-wierz
hni (zewn�trznego), w 
hwili t na o±rodek wewn�trzny (pod elementem powierz
hni)zadane jest wektorem napr�»enia t(x, t, e3). Trzy skªadowe tego wektora to T31, T32, T33.Dalej, aby odnie±¢ wªa±
iwe korzy±
i z równania (20) nale»y zaproponowa¢ zwi¡zek po-

Rysunek 6: Interpreta
ja skªadowy
h tensora napr�»e« w kartezja«skim ukªadzie wspóª-rz�dny
h dla elementu powierz
hni do którego skªadowa normalna n = e3. Skªadowe wek-tora napr�»e« t(x, t, e3) s¡ równe T31, T32 i T33.8 Henryk Kudela



Zasada za
howania momentu p�du dla ukªadu n punktów materialny
hmi�dzy wspóª
zynnikami Tij a zmiennymi 
harakteryzuj¡
ymi stan o±rodka 
i¡gªego. Wprzypadku o±rodka pªynnego zmiennymi 
harakterysty
znymi s¡ pole pr�dko±
i i 
i±nienie.Zwi¡zki pomi�dzy skªadowymi tensora napr�»e« a polem pr�dko±
i i 
i±nienia powinnyspeªnia¢ pewne aksjomaty ra
jonalno±
i. I
h konkretna posta¢ okre±lana jest na podstawieobserwa
ji do±wiad
zalny
h. Zwi¡zki te nazywane s¡ równaniami konstytutywnymi. Po sfor-muªowaniu zasady za
howania momentu p�du oka»e si�, »e aby ta zasada byªa speªnionato tensor napr�»e« musi by¢ symetry
zny. St¡d li
zba ró»ny
h wspóª
zynników ma
ierzy
[T] zredukuje si� do sze±
iu.1.4 Równania ru
hu o±rodka 
i¡gªegoWykorzystuj¡
 twierdzenia Gaussa, oraz fakt, »e t = n · T 
aªk� powierz
hniow¡ w wyra-»eniu (9), mo»na przeksztaª
i¢ nast�puj¡
o:

∫

S
tjdS =

∫

S
niTijdS =

∫

Ω(t)

∂Tij

∂xi
dυx =

∫

Ω(t)
divT|jdυx, dla j = 1, 2, 3. (22)Poniewa» pod 
aªk¡ wyst�puje g�sto±¢ o±rodka 
i¡gªego to ró»ni
zkowanie po 
zasie mo-»emy przerzu
i¢ na drugi 
zynnik (porównaj (??)) to zasad� za
howania p�du mo»na za-pisa¢ jako:

∫

Ω(t)
ρ
dvj

dt
dυ =

∫

Ω(t)
(ρfj − divT|j)dυ, dla j = 1, 2, 3 (23)Przenosz¡
 wyrazy w równaniu (23) na jedn¡ stron�, na mo
y lematu Duboisa-Reymonda(lemat ??) otrzymujemy elegan
k¡ posta¢ równania ru
hu o±rodka 
i¡gªego podan¡ przezCau
hy'ego:Twierdzenie 1.2. .Pierwsze prawo Cau
hy'ego.

ρ
dvi

dt
= ρfi + divT|i i = 1, 2, 3. (24)Nale»y zapami�ta¢, »e dywergen
ja z tensora rz�du drugiego divT jest wektorem,którego i-ta skªadowa jest równa sumie po
hodny
h z i-tej kolumny ma
ierzy [T] , 
zyli

divT|i = ∂Tki
∂xk

.2 Prawo za
howania momentu p�du2.1 Zasada za
howania momentu p�du dla ukªadu n punktów material-ny
hPrzypomnimy zasad� za
howania p�du dla ukªadu n punktów materialny
h.De�ni
ja 2.1. Momentem p�du punktu materialnego o masie m i pr�dko±
i v = ṙ wzgl�dempunktu 0 jest wektor
M1 = r× mṙ (25)Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 9



Prawo za
howania momentu p�du dla o±rodka 
i¡gªegoa momentem p�du ukªadu punktów materialny
h wzgl�dem punktu 0 jest suma momentówp�du wszystki
h punktów ukªadu:
M =

n
∑

i=1

ri × miṙi (26)Nast�puj¡
e twierdzenie wyra»¡ zasad� za
howania momentu p�du dla n�punktów ma-terialny
h.Twierdzenie 2.1. Pr�dko±¢ zmiany momentu p�du ukªadu jest równa sumie momentówsiª zewn�trzny
h dziaªaj¡
y
h na punkty ukªadu.Dowód. Ró»ni
zkuj¡
 równanie (26) wzgl�dem 
zasu otrzymujemy
M

dt
=

n
∑

i=1

ṙi × miṙi +

n
∑

i=1

ri × mir̈i (27)Pierwszy skªadnik po prawej stronie jest równy zeru, ze wzgl�du na wspóª liniowo±¢ wek-torów w ilo
zynie wektorowym. Drugi skªadnik przeksztaª
imy wykorzystuj¡
 równaniaNewtona
n

∑

i=1

ri × mir̈i =

n
∑

i=1

ri × Fi =

n
∑

i=1

ri ×





∑

j=1,j 6=i

Fij + F′
i



 =

n
∑

i=1

ri × F′
iW powy»szym równaniu wykorzystano fakt, »e dla siª wzajemnego oddziaªywania za
hodzi

Fij = −Fji, oraz ,»e ri × Fij + rj × Fji = (ri − rj) × Fij = 0. Ostate
znie mamy wi�

M

dt
=

n
∑

i=1

ri ×F′
iZ powy»szego twierdzenia otrzymujemy wniosek, »e je»eli ukªad jest odosobniony to mo-ment p�du ukªadu jest za
howywany 
zyli M = const2.2 Prawo za
howania momentu p�du dla o±rodka 
i¡gªegoB�dziemy przyjmowa¢, »e zna
zenie symboli Φ, ρ,v, f , t jest takie samo jak w de�ni
jizasady za
howania p�du.De�ni
ja 2.2. Mówimy,»e zasada za
howania momentu p�du dla o±rodka 
i¡gªego jestspeªniona je»eli za
hodzi

d

dt

∫

Ω(t)
ρ (r × v) dυ =

∫

Ω(t)
ρ (r × f) dυ +

∫

St

r × tdS (28)Dalej udowodnimy drugie prawo Cau
hy'ego stwierdzaj¡
e symetri� tensora T, 
zyli
Tij = Tji. W literaturze [?℄ warunek Tij = Tji nazywa si� hipotez¡ Boltzmana. W klasy
znejhydrodynami
e, je»eli rozpatrujemy zasad� lokalnej równowagi bior¡
 pod uwag� tylko siªyzewn�trzne, warunek ten wynika z zasady za
howania momentu p�du.10 Henryk Kudela



Prawo za
howania momentu p�du dla o±rodka 
i¡gªegoTwierdzenie 2.2. Drugie prawo Cau
hy'egoPrzyjmuje si� zaªo»enie, »e zasada za
howania p�du jest speªniona. Zasada za
howaniamomentu p�du b�dzie speªniona wtedy i tylko wtedy gdy tensor napr�»e« T jest symetry
zny,
zyli Tij = Tji.Dowód. Korzystaj¡
 z faktu, »e pod 
aªk¡ z lewej strony zasady za
howania momentup�du (28) wyst�puje g�sto±¢ ρ przeksztaª
imy ten wzór do posta
i:
∫

Ωt

(

r × ρ
dv

dt

)

dυ =

∫

Ωt

ρ (r× f) dυ +

∫

St

r× tdS (29)Dalej wykorzystamy zaªo»enie, »e za
hodzi I prawo Cau
hy'ego, 
zyli »e ρdv
dt = ρf +divT.Wstawiaj¡
 to wyra»enie do lewej strony równania (29) otrzymujemy

∫

Ωt

r× (ρf + divT) dυ =

∫

Ω(t)
ρ (r× f) dυ +

∫

St

r× tdS (30)Analizuj¡
 lew¡ i praw¡ stron� równania (30) do
hodzimy do wniosku, »e b�dzie za
hodziªarówno±¢ gdy
∫

Ω(t)
r× (divT) dυ =

∫

Ω(t)
r× tdS (31)B�dziemy teraz przeksztaª
a¢ lew¡ i praw¡ stron� powy»szego równania. Ozna
zmy lew¡stron� równania (31) przez Li a praw¡ stron� przez Pi. Ilo
zyn wektorowy pod znakiem
aªki zapiszemy przy pomo
y symbolu Leviego�Civity (??). Wyra»enie pod 
aªk¡ po lewejstronie równania (31), jego i-t¡ skªadow¡, mo»na przeksztaª
i¢ do posta
i:

Li = r× divT|i = εijkxjdivT|k = εijkxj
∂Tik

∂xi
(32)Skªadowa i-ta ilo
zynu wektorowego po prawej stronie (31) jest równa

(r× t) |i = εijkxjtk = εijkxjnlTlk (33)gdzie wykorzystano fakt, »e tk = nlTlk. Praw¡ stron� Pi, korzystaj¡
 z wyra»enia (33) ora»z twierdzenia Gaussa mo»na przeksztaª
i¢ do posta
i
Pi =

∫

S
(r× t)|idS =

∫

S
εijkxinlTlkdS =

∫

Ωt

∂

∂xl
(εijkxjTlk)dυ

=

∫

Ωt

(

εijkδjlTlk + εijkxj
∂Tlk

∂xl

)

dυ

(34)gdzie δjl ozna
za symbol Krone
kera (patrz (??)). Poniewa» δjl = 1 tylko wtedy gdy j = lwie
 εijkδjlTlk = εijkTjk. Poniewa» powinno za
hodzi¢ Li = Pi przyrównujemy wyra»enia(32) oraz (34). St¡d
∫

Ωt

εijkxj
∂Tik

∂xi
dυ =

∫

Ωt

(

εijkTlk + εijkxj
∂Tlk

∂xl

)

dυ (35)Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 11



Równanie transportu p�duZ porównania stron wyra»enia (35) wynika, »e aby Li = Pi musi za
hodzi¢
εijkTjk = 0, dla i = 1 , 2 , 3. (36)A wie
 przykªadowo dla i = 1 otrzymujemy

ε1jkTjk = ε123T23 + ε132T32 = T23 − T32 = 0Zna
zy to, »e T23 = T32. Warunek (36) ozna
za
Tij = Tji, dla i = 1 , 2 , 3. (37)
o nale»aªo wykaza¢.2.3 Równanie transportu p�duPrawo za
howania p�du (23) mo»e by¢ podobnie jak równanie 
i¡gªo±
i (??) zapisana dlaobj�to±
i kontrolnej. Wykorzystuj¡
 twierdzenie transportowe (??) i przyjmuj¡
 za f wrównaniu transportowym fi = ρvi prawo za
howania p�du, dla obj�to±
i kontrolnej, któraw 
hwili t = t0 pokryªa si� z obj�to±
i¡ poruszaj¡
¡ si� z pªynem Ω(t0) mo»na przedstawi¢w posta
i

∂

∂t

∫

Ω(t0)
(ρvi + div (ρvvi)) dυ =

∫

Ω(t0)
ρf dυ +

∫

∂Ω
ti dS dla i = 1, 2, 3 (38)Dalej, Korzystaj¡
 z twierdzenia Gaussa równanie (38) mo»na zapisa¢ nast�puj¡
o

∂

∂t

∫

Ω(t0)
ρvi dυ +

∫

∂Ω
ρviv · n dS =

∫

Ω(t0)
ρfi dυ +

∫

∂Ω
ti dS dla i = 1, 2, 3 (39)Równanie (??) nazwane jest równaniem transportu p�du. Mo»emy je zinterpretowa¢nast�puj¡
o: Suma szybko±
i zmiany p�du w obj�to±
i kontrolnej oraz strumienia p�du przezprzez powierz
hni� ograni
zaj¡
¡ ∂Ω(t0) równa si� sumie siª zewn�trzny
h.Przenosz¡
 
aªk� ∫

∂Ω ρ(v·nvi)dS w równaniu (39) na praw¡ stron� mo»na to rownanie prze-ksztaª
i¢ do posta
i wykorzystywanej do obli
zeania sil wywieranej przez pªyn na oplywane
iaªo na podstawie tylko pola predko±
i
∂

∂t

∫

Ω(t0)
ρvi dυ+ =

∫

Ω(t0)
ρfi dυ +

∫

∂Ω
(ti − ρviv · n) dS dla i = 1, 2, 3 (40)Zaªó»my, »e siªy masowe wyst�puj¡
e w przepªywie mo»na pomin¡¢, (f ≈ 0) oraz, »eprzepªyw jest ustalony (∂(·)/∂t ≡ 0. Nie
h Sc ozna
za powierz
hni� 
iaªa staªego, któreznajduje si� wewn¡trz obj�to±
i kontrolnej Ω. Powierz
hnia obj�to±
i kontrolnej jest sum¡powierz
hni 
iaªa staªego i zewn�trznej grani
y obj�to±
i Ω, ∂Ω. Ze wzoru (40) mamy

∫

∂Ω
(t − ρvv · n) dS +

∫

Sc

(t − ρvv · n) dS = 0 (41)12 Henryk Kudela



Równanie transportu p�duSiªa z jak¡ pªyn oddziaªywuje na 
iaªo okre±lana jest wzorem
FD = −

∫

Sc

t dS (42)Poniewa» na powierz
hni 
iaªa staªego v · n = 0 wie
 na mo
y wzoru (41) otrzymujemy
F =

∫

∂Ω
(t − ρvv · n) dS (43)W prakty
e obszar kontrolny wybiera si� w ten sposób, »e wektor napr�»e« t na zewn�trznejpowierz
hni obszaru kontrolnego ∂Ω, w pewnej odlegªo±
i od brzegu 
iaªa staªego, maustalon¡, staª¡ warto±¢. Wie


F = −
∫

Sc

t dS = −
∫

∂Ω
ρv(v · n) dS (44)Zademonstrujemy takie podej±
ie obli
zania siªy oddziaªywania 
ie
zy na 
iaªo nazywanejreak
j¡ hydrodynami
zn¡, na kilku przykªada
h.Przykªad 2. Obli
zy¢ siª� oporu FD 
iaªa opªywanego jednorodnym strumieniem pªynu og�sto±
i ρ i pr�dko±
i U∞ na podstawie rozkªadu pr�dko±
i v1(x2) za opªywanym 
iaªem.Przyj¡¢, »e pro�l pr�dko±
i za 
iaªem mo»na przybli»y¢ funk
j¡ v1(x2) = U∞

(

1 − 0.5 cos πx2

h

)(rys.7). Zakªadamy »e obj�to±¢ kontrolna jest na tyle du»a, »e mo»na zaªo»y¢, »e wzdªu» kraw�-

Rysunek 7: Wyzna
zanie siªy oporu na podstawie rozkªadu pr�dko±
i u1(x2) w ±ladzieaerodynami
znymdzi ABCD wektor napr�»e« jest staªy ti = c, i = 1, 2, 3, a wi�
 ∫

ÂBCD
t dS = 0. Siªaoporu, która równa si� rzutowi siªy F na kierunek os e1 (równolegªa do kierunku U∞) napodstawie wzoru (43) jest równa

FD = F · e1 = −
∫

ÂBCD
ρv1(v · n) dS (45)Caªka ze skªadowej strumienia p�du w kierunku osi x1 jest równa sumie 
aªek po posz
zegól-ny
h kraw�dzia
h AB,BC,CD i DA. Na kraw�dzia
h AB,CD i DA v1 = U∞. Na kraw�dziMatematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 13



Równanie transportu p�du
BC, v1 (v · n) = v2

1. Na kraw�dzi DA wektor normalny jest skierowany na zewn¡trz obszarukontrolnego, prze
iwnie do napªywaj¡
ej pr�dko±
i U∞,n = (−1, 0, 0), wi�
 v · n = −U∞.St¡d
FD =

∫

dDA
ρU2

∞ dS − U∞

[∫

dAB
ρv · n dS +

∫

dCD
ρv · n dS

]

+

∫

dBC
ρv2

1 dS (46)Nale»y wyzna
zy¢ warto±¢ sumy 
aªek w nawisie kwadratowym Mo»na to zrobi¢ posªuguj¡
si� równaniem 
i¡gªo±
i ∫

ÂBCD
ρv ·n dS = 0,(patrz równanie 
i¡gªo±
i (??)). Zakªadamy,»e ru
h jest ustalony. Suma strumieni mas przez kraw�dzie AB i DC musi si� równa¢sumie strumieni przez kraw�dzie DA i BC. Tak wi�


∫

dAB
ρv · n dS +

∫

dBC
ρv · n dS =

∫

dDA
ρU∞dS −

∫

dBC
ρv1 dS (47)Po wstawieniu prawej strony równo±
i (47) do równania (46) oraz przyj�
iu, »e dS = 1 ·dy,otrzymujemy

FD = ρU2
∞h − ρU2

∞h + ρU∞

∫ h
2

−h
2

v1 dx2 −
∫ h

2

−h
2

ρv2
1 dS (48)Po reduk
ji i niewielkim przeksztaª
eniu równanie (48) mo»na zapisa¢ jako

FD = ρU2
∞

∫ h
2

−h
2

v1

U∞

(

1 − v1

U∞

)

dx2 (49)Zwró¢my uwag� ,»e wyra»enie pod
aªkowe zeruje si� poza ±ladem aerodynami
znym. A wie
przedziaª 
aªkowania mo»na rozszerzy¢ na przedziaª (−∞,∞). W teorii warstwy przy±
ien-nej warto±¢ 
aªki interpretuje si� jako miar� defektu p�du spowodowanej lepko±
i¡ pªynu inazywa si� grubo±
i¡ straty p�du.Przykªad 3. Na rys.(8) s
hematy
znie przedstawiono strumie« pªynu o jednorodnym roz-kªadzie pr�dko±
i U0 napªywaj¡
y na na poziom¡ pªyt� o dªugo±
i L i jednostkowej szeroko±
i
b = 1 [?℄, [?℄. Na wskutek lepko±
i pªynu, pr�dko±¢ 
z¡stek na powierz
hni pªyty jest równa0. Cz¡stki pªynu w najbli»szym s¡siedztwie powierz
hni s¡ wyhamowywane. Lepko±
i pªynuma jednak istotne zna
zenie w warstwie w pobli»u ±
iany o grubo±
i δ. Warstw� t¡, wewn¡trzktórej pr�dko±¢ pªynu zmienia si� od zera na ±
ianie do warto±
i U0 na grani
y y = δ na-zywa si� warstw¡ przy±
ienn¡. W przekroju AD rozkªad pr�dko±
i jest równomierny i mawarto±¢ U0. W przekroju BC pr�dko±¢ opisana jest rozkªadem u(x2) = U0

(

3
2

x2

δ − 1
2

(

x2

δ

)2
).Brzeg CD utworzony jest przez lini� pr¡du, to zna
zy »e strumie« masy przez brzeg CDjest równy zero. Nale»y zwró
i¢ uwag�, »e strumie« ten ma warto±¢ ró»n¡ od zera przezgrani
� warstwy przy±
iennej zazna
zanej na rysunku lini¡ przerywan¡. Ci±nienie w stru-mieniu jest staªe wi�
 nie ma wkªadu do wypadkowej siªy oporu. Nale»y wyzna
zy¢ si� siª�tar
ia z jak¡ pªyn wywiera na pªyt� wykorzystuj¡
 równanie transportu p�du.Rozwiazanie. Do rozwa»a« przyjmujemy obj�to±¢ kontroln¡ ABCD × b. Rozkªad pr�dko-±
i nie zale»y od zmiennej x3. Reak
ja hydrodynami
zna, równa sile tar
ia wywoªana jest14 Henryk Kudela



Równanie transportu p�du

Rysunek 8: Wyzna
zanie siªy tar
ia w warstwie przy±
iennejdefektem (strat¡) p�du. Siªa tar
ia b�dzie si� równaªa
FD = F · e1 = −

∫

ABCD
ρu1(u · n ds = −

∫ h

0
ρU0(−U0)b dx2 − ρ

∫ δ

0
ub dx2 =

= ρU2
0 bh − ρb

∫ δ

0
u2dx2

(50)Pozostaje nam jesz
ze wyzna
zenie zwi¡zku dla nieznanej wielko±
i h. W tym 
elu, jakw przykªadzie wy»ej, ponownie skorzystamy z równania 
i¡gªo±
i ( (??)).Strumienie masywpªywaj¡
ej do obszaru ABCD przez kraw�d¹ DA musi si� równa¢ strumieniowi przezkraw�d¹ CB. A wi�

ρ

∫

ABCD
v · n dA = 0 = ρ

∫ h

0
(−U0)bdx2 + ρ

∫ δ

0
ub dx2 (51)Z powy»szego równania mamy

h =
1

U0

∫ δ

0
u dx2 (52)Po wstawieniu wyra»enia (52) do (50) wyra»enie na siª� tar
ia wywieran¡ przez pªyn napªyt� ma posta¢ (b = 1)

FD = ρ

∫ δ

0
u(U0 − u) dx2 = ρU2

0

∫ ∞

0

u

U0

(

1 − u

U0

)

dx2 (53)Zwró¢my uwag� na identy
zn¡ posta¢ 
aªek we wzora
h (53) oraz (48). Caªk� t¡ nazywa si�grubo±
i¡ utraty p�du a jej warto±¢ jest jednym z parametrów 
harakteryzuj¡
y
h warstw�przy±
ienn¡ [?℄, [?℄. B�dziemy j¡ ozna
za¢ przez Θ

Θ =

∫ ∞

0

u

U0

(

1 − u

U0

)

dx2 (54)Tak wi�
 siª� tar
ia mo»na zapisa¢ jako
FD = ρbU2

0 Θ (55)Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 15



Równanie transportu p�duWzór (54) zostaª po raz pierwszy przez von Karman w 1921 roku. Je»eli do wzoru (54) zapr�dko±¢ u wstawimy zaªo»ony pro�l pr�dko±
i
u(x1, x2) ≈ U0

[

3

2

x2

δ
− 1

2

(x2

δ

)3
]

, 0 ≤ x2 ≤ δ(x1) (56)oraz dla wygody przeprowadzenia obli
ze« dokonamy zamiany zmiennej η = y
δ to otrzy-mamy

Θ = δ

∫ 1

0
(
3

2
η − 1

2
η3)(1 − 3

2
η +

1

2
η3) dη =

39

280
δ(x1) ≈

1

7
δ(x1) (57)Wzór na siª� tar
ia (55) wynosi

FD =
39

280
ρbU2

0 δ(x1) (58)Du»a prostota obli
zania siªy oporu (tar
ia) z wykorzystaniem wzorów 
aªkowy
h Karmanapolega na fak
ie, »e unikamy rozwi¡zywania nieliniowy
h równa« ró»ni
zkowy
h 
z¡stko-wy
h aby wyzna
zy¢ rozkªad pr�dko±
i, który to rozkªad mo»na byªoby wykorzysta¢ do wy-zna
zenia napr�»e« sty
zny
h. W podej±
iu von Karmana 
aªe obli
zenia wyzna
zenia siªytar
ia sprowadzaj¡ si� do przyj�
ia pewnego rozkªadu pr�dko±
i w warstwie przy±
iennej,wyzna
zenia parametru Θ (grubo±
i utraty p�du) i wyzna
zenia zale»no±
i grubo±
i war-stwy przy±
iennej od zmiennej x1, δ(x1). Dla pro�lu pr�dko±
i naj
z�±
iej przyjmuje si�posta¢ wielomianow¡ [?℄, [?℄, [?℄. W niniejszym przykªadzie przyj�to wielomian rz�du trze-
iego u(y) = a0 + a1y + a2y
2 + a3y

3. Warto±
i wspóª
zynników okre±la si� z warunkówbrzegowy
h u(0) = 0, u(δ) = U0, u′(δ) = 0, u′′(0) = 0. W najprostszym przypadkumo»na przyj¡¢ nawet wielomian rz�du pierwszego u(y) = U0
y
δ , »¡daj¡
 tylko, aby speªnionebyªy dwa warunki u(0) = 0, u(δ) = U0. Dla pro�lu linowego parametr Θ = 1

6δ.Nale»y jesz
ze okre±li¢ grubo±
i warstwy przy±
iennej na ko«
u pªyty i okre±li¢ jak zmieniasi� grubo±¢ warstwy przy±
iennej δ(x1).Newtonowi przypisuje si�, stwierdzenie »e pªyn poruszaj¡
y si� nad pªyt¡ wywoªuje, nawskutek lepko±
i, napr�»enia propor
jonalne do szybko±
i zmian pr�dko±
i w kierunku pro-stopadªym do ±
iany
τ s = µ

∂u

∂x2
,

N

m2
(59)gdzie wspóª
zynnik propor
jonalno±
i µ nosi nazw� wspóª
zynnika lepko±
i dynami
znej.Wzór (59) jest sªuszny tylko dla przepªywów nazwany
h laminarnymi. Siª� tar
ia wzdªu»pªyty mo»na wyzna
zy¢, »e wzoru

FD(x) = b

∫ L

0
τ s(x) dx (60)Je»eli ró»ni
zkujemy wzory (55) i (60) i przyrównamy do siebie to otrzymamy równanieró»ni
zkowe

ρbU2
0

dΘ

dx
= bτ s (61)16 Henryk Kudela



Równanie transportu p�du

Rysunek 9: Formowanie si� laminarnej warstwy przy±
iennej. Zwró
imy uwag�, »e grubo±¢warstwy ro±nie jak δ(x1) ∼ x1/2 a napr�»enia sty
zne malej¡ na ±
ianie malej¡ τ s ∼ x−1/2Równanie (61) podane przez von Karmana nazywane jest 
aªkowym równaniem p�du dlawarstwy przy±
iennej. Formalnie wyprowadza si� na podstawie uprosz
zony
h równa« ró»-ni
zkowy
h 
z¡stkowy
h ru
hu 
ie
zy w warstwie przy±
iennej [?℄, [?℄, [?℄ . Równanie (61)wa»ne jest zarówno wtedy gdy przepªyw w warstwie przy±
iennej jest laminarny jak równie»gdy jest turbulentny. Dla przyj�tego rozkªadu pr�dko±
i (56) napr�»enia sty
zne wynosz¡
τ s = µ

∂u

∂y
=

3

2

µU0

δ
(62)Po wstawieniu wzorów (57) oraz (62) do równania (61) otrzymujemy równanie dla δ(x)

39

280

dδ

dx
=

3

2

µ

δρU0
(63)Dalej wprowadzimy zna
zenie ν = µ

ρ , który to wspóª
zynnik nazywamy kinematy
znymwspóª
zynnikiem lepko±
i. Ostate
znie otrzymujemy równanie
δ
dδ

dx
=

140

13

ν

U0
(64)Caªkowanie równania (64) wzdªu» pªyty daje

δ(x)

x
= 4.64

√

ν

U0 x
=

4.64√
Rex

(65)gdzie Rex = U0 x
ν jest bezwymiarow¡ li
zb¡ nazywan¡ li
zb¡ Reynoldsa. Ze wzoru (65)wynika, »e grubo±¢ warstwy przy±
iennej zmienia si� jak δ(x) ∼ x1/2. Wzór (65) pozwalaobli
zy¢ grubo±¢ warstwy przy±
iennej na ko«
u pªyty. St¡d ostate
znie wzór dla siªy tar
iama posta¢

FD = 0.646 b
√

U3
0 Lρµ (66)Wspóª
zynnik 0.646 we wzorze (66) w dokªadnym wyra»eniu dla siªy tar
ia (rozwi¡zanieBlasiusa [?℄) ma warto±¢ 0.664. Bª¡d wzgl�dny nie przekra
za wi�
 3%. Ze wzoru (66)wynika, »e siªa tar
ia jest propor
jonalna do dªugo±
i pªyty jak FD ∼ L1/2. Z do±wiad
zeniaMatematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 17



Zadania kontrolnewiadomo,»e przy przepªywie bardzo wolnym siªa ta jest propor
jonalna do dªugo±
i pªyty wpierwszej pot�dze FD ∼ L. W takim przypadku δ ∼ L. Narusza to podstawowe zaªo»enieteorii warstwy przy±
iennej, »e L >> δ. Jednym z gªówny
h zaªo»e« wa»no±
i teorii warstwyprzy±
iennej, a wie
 równie» powy»szy
h wzorów von Karmana, jest to, »e grubo±¢ warstwyprzy±
iennej jest du»o razy mniejsza o 
harakterysty
znego rozmiaru opªywanego 
iaªa , δ
L <

0.1. Zale»no±¢ FD ∼ L1/2 wynika to z faktu, »e napr�»enia sty
zne na ±
ianie malej¡ wrazze wzrostem grubo±
i warstwy τ s ∼ x
−1/2
1 , (patrz wzór (62).). Z eksperymentu wiadomo,»e przepªyw laminarny, dla którego obowi¡zuje wzór na napr�»enia sty
zne na ±
ianie (62)utrzymuje si� a» do 
hwili gdy mamy gdy Rex < 105 ÷106. Dla wi�kszy
h li
zb Reynoldsanast�puje utrata stabilno±
i przepªywu w warstwy przy±
iennej i ru
h z ru
hu laminarnego(warstwowego) przeksztaª
a si� w ru
h turbulentny.Obli
zmy zatem jesz
ze grubo±¢ warstwy przy±
iennej na ko«
u pªyty i li
zb� Reynoldsadla pªyty o dªugo±
i L=1m, która jest opªywana jest powietrzem ν = 15 · 10−6 m2/s, zpr�dko±
i¡ U0 = 1 m/s2.

ReL =
1 · 1

15 · 10−6
≈ 66600, δ(1) =

4.64 · 1√
66600

≈ 0.018 m = 1.8 cmJe»eli li
zba Rynoldsa Rex > 106, napr�»enia na ±
ianie okre±la si� ze wzorów empiry
z-ny
h, np. jednen z taki
h wzorów ma posta¢ [?℄
τ s = 0.0225ρU2

(

ν

U0δ

)1/4 (67)U±redniony rozkªad pr�dko±
i dla przepªywu turbulentnego w warstwie przy±
iennej przyj-muje si� równie» na podstawie bada« do±wiad
zalny
h i jedn¡ z bardziej popularny
h formuªjest wzór nazywany prawem pot�gi jednej�siódmej
u(x2) = U0

(y

δ

)1/7
. (68)Dla rozkªadu pr�dko±
i wedªug prawa potegi jednej�siódmej wzór (61) oraz (67) okre±laj¡zmian� grubo±
i turbuletnej warstwy przy±
iennej jako δ
x
∼= 0.16

Re
1/7

x

[?℄.2.4 Zadania kontrolneZad.1. Wyzna
zy¢ wspóª
zynnik oporu cx = fd

ρv2/2c
,( fd�jednostkowa siªa oporu przypa-daj¡
a na jednostk� dªugo±
i prostopadªej do pªasz
zyzny rysunku). Obszar kontrolny jestprostok¡tem. Pro�l pr�dko±
i na powierz
hni 1 jest jednorodny równy v = U∞ natomiastpro�l pr�dko±
i na powierz
hni 2 za 
iaªem zadany jest wzorem:

v =



















U∞x2

H e1 + ve2 dla 0 ≤ x2 ≤ H

U∞e1 + v0e2 dla H ≤ x2 ≤ 2H

−U∞x2

H e1 − ve2 dla − H ≤ x2 ≤ 0

U∞e1 − v0e2 dla − 2H ≤ x2 ≤ −Hgdzie v(x1, x2) oraz v0(x1) s¡ skªadowymi pola pr�dko±
i w kierunku osi e2, które nies¡ mierzone. Wymiar pionowy obszaru kontrolnego wynosi H,a wymiar podªu»ny pro�lu18 Henryk Kudela



Zadania kontrolne
c. Wektor napr�»enia t = −p∞ · n jest staªy na zewn�trzny
h powierz
hnia
h 1,2,3,4obj�to±
i kontrolnej (rys. 10). Przepªyw nale»y uwa»a¢ za nie±
i±liwy.

Rysunek 10: Do zadania 1.Zad.2. Obj�to±¢ kontrolna utworzona jest z dwó
h linii pionowy
h na wlo
ie i wy-lo
ie z obszaru oraz dwó
h linii pr¡du 3 oraz 4 na rys. 11. Przepªyw jest nie±
i±liwy,dwuwymiarowy i ustalony. Zmierzony pro�l pr�dko±
i za 
iaªem przybli»ono wyra»eniem
v = U∞(1− 0.5 cos πx2

2HD
). Wektor napr�»enia na zewn�trznej powierz
hni obszaru kontrol-nego jest staªy t = −p∞ · n. Wyzna
zy¢ wspóª
zynnik oporu dla pro�lu.

Rysunek 11: Do zadania 2.
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