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1 Prawo zachowania masy — réwnanie cigglosci

Prawo zachowania masy nalezy do jednych z najbardziej fundamentalnych praw fizyki. Naj-
pierw sformulujmy zasade zachowania masy w postaci aksjomatu fizycznego, a nastepnie
wyprowadzimy réwnowazne formy prawa zachowania masy w formie réwnan rézniczkowy
a takze w formie zapisanej dla objetosci kontrolnej. Mase zawarta w objetosci Q(t) po-
ruszajaca sie wraz cieczg, a wiec ktorej ruch zadany jest odwzorowaniem przeplywowym
® (e, t) mozna wyrazi¢ przy pomocy gestosci cieczy nastepujaco:

m = pduy (1)
Q@)

Definicja 1.1. Niech gesto$é cieczy w obszarze €y bedzie opisywana dodatnig funkcjg
p(x,t) > 0, x € Q4 i niech wektorowe pole predkosci v bedzie zwigzane z odwzorowaniem
przeptywowym ®(a, t). Méwimy, zZe pole predkosci v i gestos$é p(x,t) spetniajg zasade za-
chowania masy jezeli

d/
— p(x,t)dv, =0 2
A )

Udowodnimy nastepujace twierdzenie, ktore bedzie rozstrzygaé¢ o tym kiedy zasada
zachowania masy bedzie spetniona.

Twierdzenie 1.1. Zasada zachowania masy jest spetniona dla pola predkosci v i gestosci



1 PRAWO ZACHOWANIA MASY - ROWNANIE CIAGEOSCI

cieczy p(x,t) gdy zachodzq nastepujgce, réwnowazne zwigzki

1. % + pdiv v=0 (3)

2. % +div (pv) =0 (4)

3. 2/ pv = —/ pv - ndS (5)
9t Joto) S(to)

Dowdéd. W dowodzie wykorzystamy twierdzenie transportowe z rodziatu 2, przyjmujac
w rownaniu (?7) f(x,t) = p((x),t). Stad otrzymujemy

%/ﬂt p(x,t)dv = %/QO p(®(a,t)J(t, a)dvg =

T

/ ((@+Vp-v)J+deivv> dva:/ <@+pdiVV> dv, =0 (6)
a@ \ Ot @ \dt

Poniewaz powyzsza rownos$¢ zachodzi dla dowolnego obszaru Q' € Q wyrazenie pod calka,
na mocy lematu Duboisa- Reymonda (patrz nizej), musi by¢ tozsamosciowo rowne zero.
Stad otrzymujemy punkt 1 powyzszego twierdzenia. Punkt 2 wynika z tozsamosci

div (pv) = Vp- v + pdivv (7)
ktora pozwala zapisa¢ pochodng materialng jako

dp  0Op B
E_E—’_va_

dp

5 + div (pv).

Punkt 3 powyzszego twierdzenia wynika z twierdzenia transportowego zapisanego w po-
staci (77). m

Przytoczymy lemat Dubisa-Reymonda, ktory jeszcze niejednokrotnie bedziemy wykorzy-
stywac:

Lemat 1.1. (Dubois’a—Reymonda) Jezeli dla funkcji cigglej f(x1,z2,23) i kazdego podob-
szaru ' € Q zachodzi

; f(z1,29,23)dv =0 (8)
to wtedy f(x1,x2,23) =0 dla (1,2, 23) € Q.

Dowdd. (a contrario) Zalozmy, ze tak nie jest. To znaczy funkcja f(x) nie jest tozsa-
mosciowo rowna zeru, a zachodzi wzor (8). Jezeli funkcja f jest rozna od zera na pewnym
otoczeniu pewnego punktu xg to mozemy przyjac, ze wzgledu na to, ze f jest ciagta, ze na
pewnym podzbiorze jest dodatnia. Caltkujac po tym otoczeniu otrzymamy catke r6zna od
zera, poniewaz f > 0. Przeczy to przyjetej tezie, ze na kazdym pod obszarze catka powinna
by¢ rowna zeru. Stad f=0 =
Udowodnimy, przydatny w zastosowaniach wzor, w ktorym istotna role odgrywa réwnanie
ciggliwodci.
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Przeplyw niescisliwy

Twierdzenie 1.2. Niech p, f bedg odpowiedni gestoscig, dowolng funkcjg rzeczywistq i
niech v bedzie polem wektorowym z odwzorowaniem przeptywowym P(x,t). Jezeli p i v
spetniajg zasade zachowania masy wtedy zachodzi wzor

d / af
— fdv, = / —dv, 9

Dowaéd.

d/ d d
— fdv, = — de’Ua:/ —(pfJ)ddv, =
at Jouw” p” Q(0)(0) o 3l )

d dJ d
[ G+ of Goydva= [ (G097 4 pf daive)dv, =
s

dp df
— + pdi —) Jdvy = —d
/Qo(dt—i—p lvv+pdt) Ve /Q(t)pdt Ve
]
Tak wiec, jezeli obliczana jest pochodna po czasie z calki, pod ktéra znajduje sie iloczyn
dowolnej funkcji f z gestoscig p to mozna przej$¢ z rozniczkowaniem pod znak calki i
rozniczkowanie po czasie przeprowadzic¢ tylko po funkcji f.
1.1 Rownanie cigglo$ci w zmiennych Lagrange’a
Prawo zachowania masy w zmiennych Lagrange’a mozemy zapisaé jako
/ plo,0)dvg = / p(x, t)dus (10)
Q(0)

Q(t)

gdzie x = ®(a,t). Dokonujac zamiany zmiennej catkowania przy pomocy odwzorowania
przeptywowego x = ®(av,t) w calce po prawej stronie wzoru (10) otrzymujemy

/ oo, 0)dvg = / (B, 1) (1), 0)dve (11)
Q(0) Q(0)

Przenoszac catki na jedng strone rownania, na mocy lematu Dubois’a—Reymonda, otrzy-
mujemy

p(@,0) = p(®(,1),1)J (e, 1) (12)

Rownanie (12) jest rownaniem ciaglo$ci w zmiennych Lagrange’a.

1.2 Przeplyw niedcidliwy

Objetos¢ obszaru §2(t) unoszonego odwzorowaniem przeplywowym ® wyraza sie jako

vol| ()] = / Ldv, (13)
o)
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Przeplyw niescisliwy

Oczywiscie w czasie ruchy objetosé¢ vol|€2(t)| moze pozostawac stata, kurczy¢ sie lub pod-
lega¢ ekspansji. Jezeli w transportowym twierdzeniu Reynoldsa potozymy f =1 to otrzy-

mary
do(t) :/ div vdu, (14)

Dywergencja jako funkcja zmiennych przestrzennych divv = O(z1,z2,x3) spelnia role
gestosci dla szybkosci zmian objetosci. Stosujac twierdzenie o wartosci sredniej do prawej
strony rownania (14) dla wybranej, ustalonej chwili ¢ = ¢y, otrzymujemy

1dQ
Q dt
A wiec dywergencja z pola predkosci w dowolnej chwili t wyraza wzgledng szybkosé zmiany
objetosci.

Majac na uwadze powyzsze, mozna teraz pokusi¢ sie o interpretacje cztonéw w transpor-
towym twierdzeniu Reynoldsa ?7. Jezelif = p to %dvx wyraza szybkos$¢ zmiany gestosci
wynikajaca z wewnetrznej komplikacji ruchu (pochodna konwekcyjna dp/dt), natomiast
czton pdiv vdu, opisuje szybkos¢ zmiany gestosci wynikajaca z deformacji, kontrakcji lub
ekspansji objetosci zajmowanej przez plyn.

Przyjmuje sie nastepujaca definicje ruchu niescisliwego

(15)

divv|, =

Definicja 1.2. Ruch nazywamy niescisliwym jezels

i
— dvg, =0 16

Powyzsze rozwazania z tego podpunktu mozna podsumowaé twierdzeniem

Twierdzenie 1.3. Odwzorowanie przeptywowe ®(cx,t) nazywamy niescisliwym, wtedy i
tylko wtedy jezels

divv =0 lub (17)
J=1  lub (18)
dp
_F_ 1
il (19)

Nalezy zwro6ci¢ uwage, ze niedcisliwo$é przeptywu nie oznacza, ze gestos¢ wszystkich
czastek plynu jest taka sama. Nalezy tez podkresli¢ fakt, ze gesto$¢ ptynu, poprzez prawo
zachowania masy jest nierozerwalnie zwigzana z polem predkosci. Jezeli wyznaczona jest
w jaki$ sposob gestos¢ ptynu w postaci funkcji p(x,y, z) to naktada to bardzo silne ograni-
czenia na pole predkosci. Jezeli zatozy sie dodatkowo, ze przeplyw jest niescidliwy to fakt
ten okresla juz jednoznacznie pole predkodci.

Przyktad 1. Znany jest rozktad gestosci na ptaszczyinie (x,y), ktory zadany jest funkcjq
plz,y) = kxy, © > 0,y > 0. Wyznaczyé pole predkosci v = (u,v) jezeli wiadomo, Ze
przeptyw jest niescislivwy, a dla y =1, u(x,1) = sinx.
Rozwigzanie. Z réwnania % = 0 mamy

ap dp

u%—l—va—y:uky—kvkxzo (%)

4 Henryk Kudela



Przeplyw niescisliwy

Istnieje wiec zalezno$é funkcyjna pomiedzy sktadowymi pola predkosci. Na przyktad

_ Yy
v=—=u
x
Dla przeptywu niescisliwego zachodzi réwniez div v = % —l—g—Z = 0. Uwzgledniajgc powyzsze
rownanie dla sktadowej v div v = 0 mozna przedstawié jako

Jest to lintowe réwnanie rézniczkowe czgstkowe rzedu pierwszego. Lewq strone powyzszego
réwnania mozna zapisac jako pochodng kierunkowq wzdtuz kierunku s = (1, —%):

1
Vu-(1,—y/x) = s

Krzywe styczne do pole kierunkow s nazywane sq charakterystykamsi liniowego rdwnania
rozniczkowego czgstkowego:
dx dy

1 Y

T

Rozwigzujge powyzsze réwnanie charakterystyczne otrzymujemy rodzine charakterystyk:
zy =C.

Wedtuz tych charakterystyk funkcja u zmienia sie tak jak to okresla prawa strona réwnania
(*). Dokonujgc zamiany zmiennych (z,y) — (w, z) tak aby

w =y, zZ=Y

(wykorzystalismy réwnie charakterystyk ktadgc w miejsce C zmienng w, drugie podstawie-
nie z = y jest w zasadzie dowolne i moze mie¢ postaé wygodng dla dalszych rachunkow,
np. z =z, z = €Y itp.) oraz u(x,y) = h(w,z) mozna zawsze sprowadzi¢ liniowe réwna-
nie rozniczkowe czgstkowe rzedu pierwszego do rownania liniowego zwyczajnego wzgledem
h(w,z). Nalezy jednak upewnié si¢ ,zZe zamiana zmiennych jest odwracalna, czyli jakobian

odwzorowania
ow  Ow
_ ox 0
J=10: o
or Oy

jest rozny od zera. W tym przypadku J =y # 0.
Obliczamy teraz warto$ci pochodnych po zamianie zmiennych

du Ohdw  Ohdz  Oh

9z dwdr  0zdz  ow’
Ou Ohdw Ohdz Oh Oh

By owdy Ozdy Bw @ 02
Po podstawienie do réwnania (x) powyzszych pochodnych otrzymugjemy:
oh 1
=——h (%)

9z 2
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Przeplyw niescisliwy

Zauwazmy, ze w rownaniu wystepuje tylko pochodna po jednej zmiennej. W takim przy-
padku, rownanie mozna traktowac jako rownanie rézniczkowe zwyczajne wzgledem tej zmien-
nej po ktorej wystepuje pochodna. Po rozwigzaniu dowolng statq catkowania zastepujemy
dowolng funkcjg po zmiennej, wzgledem ktorej w rownaniu pochodna nie wystepuje. Rozwig-
zanie ogole rownania rézniczkowego czgstkowego pierwszego rzedu okreslone jest z doktad-
no$cig do dowolnej funkcji. Postaé dowolnej funkcji wyznaczamy z warunku brzegowego.
Rozwigzanie réwnania (xx) jest postaci

p(w)

h(w,z) =

Wracajge do zmiennej u(z,y) otrzymujemy rozwigzanie dla sktadowej u pola predkosci w
postact
p(ry)

Yy
gdzie ¢ jest dowolng funkcjg. W przyktadzie Zada sie aby u(z,1) = sin(x), a wiec u(z,1) =
o(x) = sin(x). Tak wiec rozwigzanie naszego zagadnienia ma postaé u(xz,y) = sin(zy)/y,
v(z,y) = —%sin(azy).

u($7y) =

Przyktad 2. Nalezy wyznaczyé rozktad gestosci w czasie p(x,t), w przypadku gdy pole pred-
kosci jest state v(x) = vg. Poczgtkowy rozktad predkosci zadany jest funkcjg p(x,0) = po(x).
Rozwigzante. State pole predkosci przesqgdza o niescisliwosci ruchu. Jednowymiarowe réw-
nanie ciggtosci ma postac:

9 d(vp)

o o (20)

Ze wzgledu na to, ze v = vy = const. réwnanie (20)mozemy zapisaé jako

(.20 (1,00)) =0

Na plaszczyénie (t,x), wzdtuz kierunku s = (1,v¢) gesto$é ptynu zachowuje statq war-
tosé. Wartosé gestosci zalezy od wyboru charakterystyki, p(x,t) = py(C). Réwnanie charak-
terystyk ma posta¢ x—vot = C. Nie uciekajgc sie do procedury zamiany zmiennych (czytel-
nikowi jednak zaleca si¢ powtdrzenie tego postepowania) opisanej w poprzednim przyktadzie
od razu mozemy zapisaé rozwigzanie

p(@,t) = po(z — vot) (21)

Réwnanie (21) przedstawia sobg réwnanie ruchu jednowymiarowej fali poruszajgcej sie w
prawo. W chwili t = 0 ksztatt fali okresla warunek poczgtkowy p = py(x). Dla t > 0
poczqtkowy profil predkosci przesuwa si¢ w prawo o vot jednostek dtugosci, gdzie 5 = v

jest predkoscig rozchodzenia sie zaburzenia wzdtuz charakterystyk

W rzeczywistosci predkosé rozchodzenia sie zaburzenia moze zaleze¢ od gestosci v (p).
Rownanie (20) staje sie nieliniowe. Nieliniowo$¢ moze powaznie powaznie utrudnia¢ mozli-
wos¢ rozwigzania rownania a takze komplikowaé jego postac¢. Aby uzmystowié sobie chociaz
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Jednowymiarowe, nielepkie réwnanie Burgersa

x-ct=const

Rysunek 2: Rozwiazanie p(z — vgt) przemieszczajace sie wzdtuz charakterystyk = — vot =
const.

troche, jake komplikacje w rownaniach ruchu niesie nieliniowo§¢ rozpatrzmy jednowymia-
rowe (nielepkie) rownanie Burgersa % = 0. Odegrato ono i odgrywa ono w historii hydrody-
namiki wazna role. Zaproponowane przez Burgersa (1953) jako jeden z modeli nieliniowych
do badania nad turbulencja ("burgulencja"). Jest ono rowniez podstawowym rownaniem
do badania nieliniowych efektéw rozchodzenia sie fal, modelem powstawania fali uderze-
niowej. Zwro¢émy uwage, ze jest przyspieszenie czyli jednowymiarowa forma pochodnej
substancjalnej predkosci u. Pelna postaé¢ jedno wymiarowego réwnania Burgersa jest po-
staci czpczut + uczpczur = V%%. Jak sie przekonamy jest to analogon jednowymiarowego
rownania ruchu ptynu lepkiego bez czlonu zawierajacego cisnienie. Staly wspolczynnik v
odpowiada lepkodci ptynu.

1.3 Jednowymiarowe, nielepkie ré6wnanie Burgersa

Rozwazmy nastepujace zagadnienie poczatkowe

ou ou

Do analizy zagadniania (22) wykorzystamy metode charakterystyk. Zauwazmy, ze rownanie
(22) mozna zapisaé jako

du Ju ou
= —— =0 24
& ot T Vor (24)
Roéwnanie charakterystyk przybiera postac:
dt dx
Bl 25
= (25)

Matematyczne wprowadzenie do mechaniki ptynow 7



Jednowymiarowe, nielepkie réwnanie Burgersa

lub inaczej
dx
dt
W przeciwienistwie jednak do liniowego réwnania rézniczkowego czastkowego prawa strona
réwnania (26) jest nieznana. Z rownania (24) wynika, ze wzdluz krzywej catkowej rownania
rozniczkowego (26) rozwigzanie u=const.. Dalej mozna wywnioskowac,ze krzywa charak-
terystyczna jest linig prosta czyli d?z/dt?) = 0. Z rownan (26) i (24) mamy

= u(x,t) (26)

d?z  d du
= (=0 27
dt? dt( dt ) (27)
Zalozmy, ze rozwiazanie u(z, t) istnieje. Z wybranego punktu (z,t) mozna dokona¢ powrotu
wzdtuz charakterystyki do punktu przeciecia sie charakterystyki z osia = (dla ¢t = 0). Niech

Rysunek 3: Charakterystyka x = u(z,0)t + £ = ¢(€) + £ rownania (22).

ten punkt przeciecia z osig x ma warto$¢ . Charakterystyki sg liniami prostymi wiec ich
réwnia maja postac:

x=u(z,0)t + &= (&) + ¢ (28)
Jezeli wiec rozwigzanie zagadnienia (22) istnieje to przybiera ono forme
u(z,t) = ¢(&) = ¢z — u(&,0)t) (29)

gdzie wspolrzedna = £(z,t) zadana jest niejawnie rownaniem (28).

Nachylenie charakterystyk i—f zalezy od rozwiazania u(z,t). Im wieksza warto$¢ rozwia-
zania tym szybciej przemieszcza sie warto$¢ zaburzenia u(€,0). Konsekwencje tego faktu
przesledzimy na przyktadzie.

Przyklad 3. Rozpatrzmy nastepujgce zagadnienie poczgtkowe
ou ou

E + U% =0 (30)
2, z <0

u(z,0) = p(x) =< 2 -, x € 1[0,1] (31)
1, z>1
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Jednowymiarowe, nielepkie réwnanie Burgersa
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Rysunek 4: Wykres warunku poczatkowego dla zagadnienia (22).
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Rysunek 5: Rodzina charakterystyk rownania (22). Dla 2t < z < t + 1 charakterystyki
przecinaja sie w jednym punkcie x =2, t = 1.

Wykres warunku poczgtkowego przedstawia rys. 5 Dla x < 0 nachylenie charakterystyki
(predkos$é rozchodzenia sie zaburzenia) wynosi 2. Dla 0 < x < 1charakterystyki majg na-
chylenie 2 — x 1 wszystkie przecinajg sie na plaszczyzinie ((z,t) w punkcie (2,1). Nazywane
to jest zatamaniem fali. Rozwigzanie zadane jest réwnaniem (29). Dia 2t < x < t+ 1
rownanie charakterystyk (28) przyjmugje postaé

r=(2-t+¢, (32)
W tym przypadku tatwo obliczyé &
r—2t
e (33)

czyli u(w,t) = ¢(§) =2 — & = 2 — L2 = 222 (statecane rozwigzanie zagadnienia (22)

ma postac

2, T < 2t

u(w,t) = =z A<zr<t+l, t<l1 (34)

1,  z>t+1.

Z jawnej postaé rozwigzania widaé, ze nastepuje utrata regularnosci rozwigzania dla t =
1. Na rys. 6 przedstawiono sekwencje ksztattow rozwigzania w roznych chwilach czasowych
a na rys. 7 powierzchnie rozwigzania u(x,t) w przedziale 0 <t < 1.
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Jednowymiarowe, nielepkie réwnanie Burgersa
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Rysunek 6: Sekwencja rozwiazan zagadnienia (22) dla ¢t < 1.

Rysunek 7: Powierzchnia rozwiazania zagadnienia (22) dla ¢ < 1.

Utrata regularnosci rozwiazania powoduje nieskoiiczong wartos¢ pochodnej g—"; (6s0-

bliwos¢ gradientowa'). Rozniczkujac po wspoélrzednej x rozwiagzanie rownania Burgersa
u(z,t) = ¢(x — ut), prayjmujac z = x — ut, oraz d¢/dz = ¢’ otrzymujemy

ou ou

o = (- t%)gél (35)
Stad
ou ¢
0r  1+1t¢ (36)

Pochodna g—z staje sie nieskonczona gdy mianownik w réwnaniu (??) przyjmuje warto$c

zero. Dla t > 0 jest to mozliwe tylko gdy ¢’ < 0, a wiec gdy ¢(x) jest funkcja malejaca.
Katastrofa gradientowa zachodzi dla czasu tpyim = —1/(¢)maz-
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