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1 Prawo zahowania masy � równanie i¡gªo±iPrawo zahowania masy nale»y do jednyh z najbardziej fundamentalnyh praw �zyki. Naj-pierw sformuªujmy zasad� zahowania masy w postai aksjomatu �zyznego, a nast�pniewyprowadzimy równowa»ne formy prawa zahowania masy w formie równa« ró»nizkowya tak»e w formie zapisanej dla obj�to±i kontrolnej. Mas� zawart¡ w obj�to±i Ω(t) po-ruszaj¡¡ si� wraz iez¡, a wie której ruh zadany jest odwzorowaniem przepªywowym
Φ(α, t) mo»na wyrazi¢ przy pomoy g�sto±i iezy nast�puj¡o:

m =

∫

Ω(t)
ρdυx (1)De�nija 1.1. Nieh g�sto±¢ iezy w obszarze Ωt b�dzie opisywana dodatni¡ funkj¡

ρ(x, t) > 0, x ∈ Ωt i nieh wektorowe pole pr�dko±i v b�dzie zwi¡zane z odwzorowaniemprzepªywowym Φ(α, t). Mówimy, »e pole pr�dko±i v i g�sto±¢ ρ(x, t) speªniaj¡ zasad� za-howania masy je»eli
d

dt

∫

Φt(Ω)
ρ(x, t)dυx = 0 (2)Udowodnimy nast�puj¡e twierdzenie, które b�dzie rozstrzyga¢ o tym kiedy zasadazahowania masy b�dzie speªniona.Twierdzenie 1.1. Zasada zahowania masy jest speªniona dla pola pr�dko±i v i g�sto±i1



1 PRAWO ZACHOWANIA MASY � RÓWNANIE CI�G�O�CIiezy ρ(x, t) gdy zahodz¡ nast�puj¡e, równowa»ne zwi¡zki
1.

dρ

dt
+ ρdiv v = 0 (3)

2.
∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0 (4)

3.
∂

∂t

∫

Ω(t0)
ρυ = −

∫

S(t0)
ρv · ndS (5)Dowód.W dowodzie wykorzystamy twierdzenie transportowe z rodziaªu 2, przyjmuj¡w równaniu (??) f(x, t) = ρ((x), t). St¡d otrzymujemy

d

dt

∫

Ωt

ρ(x, t)dυ
x

=
d

dt

∫

Ω0

ρ(Φ(α, t))J(t,α)dυα =

∫

Ω(t)

(

(
∂ρ

∂t
+∇ρ · v)J + f Jdivv

)

dυα =

∫

Ω(t)

(

dρ

dt
+ ρdivv

)

dυx = 0 (6)Poniewa» powy»sza równo±¢ zahodzi dla dowolnego obszaru Ω′ ∈ Ω wyra»enie pod aªk¡,na moy lematu Duboisa- Reymonda (patrz ni»ej), musi by¢ to»samo±iowo równe zero.St¡d otrzymujemy punkt 1 powy»szego twierdzenia. Punkt 2 wynika z to»samo±i
div (ρv) = ∇ρ · v + ρdiv v (7)która pozwala zapisa¢ pohodn¡ materialn¡ jako

dρ

dt
=

∂ρ

∂t
+ v ·∇ρ =

∂ρ

∂t
+ div (ρv).Punkt 3 powy»szego twierdzenia wynika z twierdzenia transportowego zapisanego w po-stai (??).Przytozymy lemat Dubisa-Reymonda, który jeszze niejednokrotnie b�dziemy wykorzy-stywa¢:Lemat 1.1. (Dubois'a�Reymonda) Je»eli dla funkji i¡gªej f(x1, x2, x3) i ka»dego podob-szaru Ω′ ∈ Ω zahodzi

∫

Ω′

f(x1, x2, x3)dυ = 0 (8)to wtedy f(x1, x2, x3) ≡ 0 dla (x1, x2, x3) ∈ Ω.Dowód. (a ontrario) Zaªó»my, »e tak nie jest. To znazy funkja f(x) nie jest to»sa-mo±iowo równa zeru, a zahodzi wzór (8). Je»eli funkja f jest ró»na od zera na pewnymotozeniu pewnego punktu x0 to mo»emy przyj¡¢, ze wzgl�du na to, »e f jest i¡gªa, »e napewnym podzbiorze jest dodatnia. Caªkuj¡ po tym otozeniu otrzymamy aªk� ró»n¡ odzera, poniewa» f > 0. Przezy to przyj�tej tezie, »e na ka»dym pod obszarze aªka powinnaby¢ równa zeru. St¡d f ≡ 0Udowodnimy, przydatny w zastosowaniah wzór, w którym istotn¡ rol� odgrywa równaniei¡gliwo±i. 2 Henryk Kudela



Przepªyw nie±i±liwyTwierdzenie 1.2. Nieh ρ, f b�d¡ odpowiedni g�sto±i¡, dowoln¡ funkj¡ rzezywist¡ inieh v b�dzie polem wektorowym z odwzorowaniem przepªywowym Φ(x, t). Je»eli ρ i vspeªniaj¡ zasad� zahowania masy wtedy zahodzi wzór
d

dt

∫

Ωt

ρf dυx =

∫

Ω(t)
ρ
df

dt
dυx (9)Dowód.

d

dt

∫

Ω(t)
ρf dυx =

d

dt

∫

Ω(0)
(ρf)J dυα =

∫

Ω0

d

dt
(ρf J) ddυα =

∫

Ω0

(
d

dt
(ρf)J + ρf

dJ

dt
) dυα =

∫

Ω0

(
d

dt
(ρf)J + ρf Jdiv v) dυα =

∫

Ω0

(
dρ

dt
+ ρdiv v + ρ

df

dt
)J dυα =

∫

Ω(t)
ρ
df

dt
dυxTak wi�, je»eli oblizana jest pohodna po zasie z aªki, pod któr¡ znajduje si� ilozyndowolnej funkji f z g�sto±i¡ ρ to mo»na przej±¢ z ró»nizkowaniem pod znak aªki iró»nizkowanie po zasie przeprowadzi¢ tylko po funkji f .1.1 Równanie i¡gªo±i w zmiennyh Lagrange'aPrawo zahowania masy w zmiennyh Lagrange'a mo»emy zapisa¢ jako

∫

Ω(0)
ρ(α, 0)dυα =

∫

Ω(t)
ρ(x, t)dυx (10)gdzie x = Φ(α, t). Dokonuj¡ zamiany zmiennej aªkowania przy pomoy odwzorowaniaprzepªywowego x = Φ(α, t) w aªe po prawej stronie wzoru (10) otrzymujemy

∫

Ω(0)
ρ(α, 0)dυα =

∫

Ω(0)
ρ(Φ(α, t)J(α, t), 0)dυα (11)Przenosz¡ aªki na jedn¡ stron� równania, na moy lematu Dubois'a�Reymonda, otrzy-mujemy

ρ(α, 0) = ρ(Φ(α, t), t)J(α, t) (12)Równanie (12) jest równaniem i¡gªo±i w zmiennyh Lagrange'a.1.2 Przepªyw nie±i±liwyObj�to±¢ obszaru Ω(t) unoszonego odwzorowaniem przepªywowym Φ wyra»¡ si� jako
vol|Ω(t)| =

∫

Ω(t)
1dυx (13)Matematyzne wprowadzenie do mehaniki pªynów 3



Przepªyw nie±i±liwyOzywi±ie w zasie ruhy obj�to±¢ vol|Ω(t)| mo»e pozostawa¢ staªa, kurzy¢ si� lub pod-lega¢ ekspansji. Je»eli w transportowym twierdzeniu Reynoldsa poªo»ymy f ≡ 1 to otrzy-mamy
dQ(t)

dt
=

∫

Ω(t)
div vdυx (14)Dywergenja jako funkja zmiennyh przestrzennyh div v = Θ(x1, x2, x3) speªnia rol�g�sto±i dla szybko±i zmian obj�to±i. Stosuj¡ twierdzenie o warto±i ±redniej do prawejstrony równania (14) dla wybranej, ustalonej hwili t = t0, otrzymujemy

div v|t0 =
1

Q

dQ

dt
(15)A wi� dywergenja z pola pr�dko±i w dowolnej hwili t wyra»a wzgl�dn¡ szybko±¢ zmianyobj�to±i.Maj¡ na uwadze powy»sze, mo»na teraz pokusi¢ si� o interpretaj� zªonów w transpor-towym twierdzeniu Reynoldsa ??. Je»elif ≡ ρ to dρ

dt dυx wyra»a szybko±¢ zmiany g�sto±iwynikaj¡¡ z wewn�trznej komplikaji ruhu (pohodna konwekyjna dρ/dt), natomiastzªon ρdiv vdυx opisuje szybko±¢ zmiany g�sto±i wynikaj¡¡ z deformaji, kontrakji lubekspansji obj�to±i zajmowanej przez pªyn.Przyjmuje si� nast�puj¡¡ de�nij� ruhu nie±i±liwegoDe�nija 1.2. Ruh nazywamy nie±i±liwym je»eli
d

dt

∫

Ω(t)
dυx = 0 (16)Powy»sze rozwa»ania z tego podpunktu mo»na podsumowa¢ twierdzeniemTwierdzenie 1.3. Odwzorowanie przepªywowe Φ(α, t) nazywamy nie±i±liwym, wtedy itylko wtedy je»eli

div v = 0 lub (17)
J = 1 lub (18)
dρ

dt
= 0 (19)Nale»y zwrói¢ uwag�, »e nie±i±liwo±¢ przepªywu nie oznaza, »e g�sto±¢ wszystkihz¡stek pªynu jest taka sama. Nale»y te» podkre±li¢ fakt, »e g�sto±¢ pªynu, poprzez prawozahowania masy jest nierozerwalnie zwi¡zana z polem pr�dko±i. Je»eli wyznazona jestw jaki± sposób g�sto±¢ pªynu w postai funkji ρ(x, y, z) to nakªada to bardzo silne ograni-zenia na pole pr�dko±i. Je»eli zaªo»y si� dodatkowo, »e przepªyw jest nie±i±liwy to faktten okre±la ju» jednoznaznie pole pr�dko±i.Przykªad 1. Znany jest rozkªad g�sto±i na pªaszzy¹nie (x, y), który zadany jest funkj¡

ρ(x, y) = kxy, x > 0, y > 0. Wyznazy¢ pole pr�dko±i v = (u, v) je»eli wiadomo, »eprzepªyw jest nie±i±liwy, a dla y = 1, u(x, 1) = sinx.Rozwi¡zanie. Z równania dρ
dt

= 0 mamy
u
∂ρ

∂x
+ v

∂ρ

∂y
= u k y + v kx = 0 (∗)4 Henryk Kudela



Przepªyw nie±i±liwyIstnieje wi� zale»no±¢ funkyjna pomi�dzy skªadowymi pola pr�dko±i. Na przykªad
v = −

y

x
uDla przepªywu nie±i±liwego zahodzi równie» div v = ∂u

∂x
+ ∂v

∂y
= 0. Uwzgl�dniaj¡ powy»szerównanie dla skªadowej v div v = 0 mo»na przedstawi¢ jako

∂u

∂x
−

y

x

∂u

∂y
=

1

x
uJest to liniowe równanie ró»nizkowe z¡stkowe rz�du pierwszego. Lew¡ stron� powy»szegorównania mo»na zapisa¢ jako pohodn¡ kierunkow¡ wzdªu» kierunku s = (1,− y

x
):

∇u · (1,−y/x) =
1

x
u.Krzywe styzne do pole kierunków s nazywane s¡ harakterystykami liniowego równaniaró»nizkowego z¡stkowego:

dx

1
=

dy

− y
xRozwi¡zuj¡ powy»sze równanie harakterystyzne otrzymujemy rodzin� harakterystyk:

xy = C.Wzdªu» tyh harakterystyk funkja u zmienia si� tak jak to okre±la prawa strona równania(*). Dokonuj¡ zamiany zmiennyh (x, y) → (w, z) tak aby
w = xy, z = y(wykorzystali±my równie harakterystyk kªad¡ w miejse C zmienn¡ w, drugie podstawie-nie z = y jest w zasadzie dowolne i mo»e mie¢ posta¢ wygodn¡ dla dalszyh rahunków,np. z = x, z = ey itp.) oraz u(x, y) = h(w, z) mo»na zawsze sprowadzi¢ liniowe równa-nie ró»nizkowe z¡stkowe rz�du pierwszego do równania liniowego zwyzajnego wzgl�demh(w,z). Nale»y jednak upewni¢ si� ,»e zamiana zmiennyh jest odwraalna, zyli jakobianodwzorowania
J =

(

∂w
∂x

∂w
∂y

∂z
∂x

∂z
∂y

)jest ró»ny od zera. W tym przypadku J = y 6= 0.Oblizamy teraz warto±i pohodnyh po zamianie zmiennyh
∂u

∂x
=

∂h

∂w

dw

dx
+

∂h

∂z

dz

dx
=

∂h

∂w
y

∂u

∂y
=

∂h

∂w

dw

dy
+

∂h

∂z

dz

dy
=

∂h

∂w
x+

∂h

∂zPo podstawienie do równania (∗) powy»szyh pohodnyh otrzymujemy:
∂h

∂z
= −

1

z
h (∗∗)Matematyzne wprowadzenie do mehaniki pªynów 5



Przepªyw nie±i±liwyZauwa»my, »e w równaniu wyst�puje tylko pohodna po jednej zmiennej. W takim przy-padku, równanie mo»na traktowa¢ jako równanie ró»nizkowe zwyzajne wzgl�dem tej zmien-nej po której wyst�puje pohodna. Po rozwi¡zaniu dowoln¡ staª¡ aªkowania zast�pujemydowoln¡ funkj¡ po zmiennej, wzgl�dem której w równaniu pohodna nie wyst�puje. Rozwi¡-zanie ogóle równania ró»nizkowego z¡stkowego pierwszego rz�du okre±lone jest z dokªad-no±i¡ do dowolnej funkji. Posta¢ dowolnej funkji wyznazamy z warunku brzegowego.Rozwi¡zanie równania (∗∗) jest postai
h(w, z) =

ϕ(w)

zWraaj¡ do zmiennej u(x, y) otrzymujemy rozwi¡zanie dla skªadowej u pola pr�dko±i wpostai
u(x, y) =

ϕ(xy)

ygdzie ϕ jest dowoln¡ funkj¡. W przykªadzie »¡da si� aby u(x, 1) = sin(x), a wi� u(x, 1) =
ϕ(x) = sin(x). Tak wi� rozwi¡zanie naszego zagadnienia ma posta¢ u(x, y) = sin(xy)/y,
v(x, y) = − 1

x
sin(xy).Przykªad 2. Nale»y wyznazy¢ rozkªad g�sto±i w zasie ρ(x, t), w przypadku gdy pole pr�d-ko±i jest staªe v(x) = v0. Poz¡tkowy rozkªad pr�dko±i zadany jest funkj¡ ρ(x, 0) = ρ0(x).Rozwi¡zanie. Staªe pole pr�dko±i przes¡dza o nie±i±liwo±i ruhu. Jednowymiarowe rów-nanie i¡gªo±i ma posta¢:

∂ρ

∂t
+

∂(vρ)

∂x
= 0 (20)Ze wzgl�du na to, »e v = v0 = const. równanie (20)mo»emy zapisa¢ jako

(
∂ρ

∂t
,
∂ρ

∂x
) · (1, v0)) = 0Na pªaszzy¹nie (t, x), wzdªu» kierunku s = (1, v0) g�sto±¢ pªynu zahowuje staª¡ war-to±¢. Warto±¢ g�sto±i zale»y od wyboru harakterystyki, ρ(x, t) = ρ0(C). Równanie harak-terystyk ma posta¢ x−v0t = C. Nie uiekaj¡ si� do proedury zamiany zmiennyh (zytel-nikowi jednak zalea si� powtórzenie tego post�powania) opisanej w poprzednim przykªadzieod razu mo»emy zapisa¢ rozwi¡zanie

ρ(x, t) = ρ0(x− v0t) (21)Równanie (21) przedstawia sob¡ równanie ruhu jednowymiarowej fali poruszaj¡ej si� wprawo. W hwili t = 0 ksztaªt fali okre±la warunek poz¡tkowy ρ = ρ0(x). Dla t > 0poz¡tkowy pro�l pr�dko±i przesuwa si� w prawo o v0t jednostek dªugo±i, gdzie dx
dt

= v0jest pr�dko±i¡ rozhodzenia si� zaburzenia wzdªu» harakterystykW rzezywisto±i pr�dko±¢ rozhodzenia si� zaburzenia mo»e zale»e¢ od g�sto±i v0(ρ).Równanie (20) staje si� nieliniowe. Nieliniowo±¢ mo»e powa»nie powa»nie utrudnia¢ mo»li-wo±¢ rozwi¡zania równania a tak»e komplikowa¢ jego posta¢. Aby uzmysªowi¢ sobie hoia»6 Henryk Kudela



Jednowymiarowe, nielepkie równanie Burgersa
Rysunek 1: Zaburzenie g�sto±i w przenosi si� w prawo bez zmiany formy.

Rysunek 2: Rozwi¡zanie ρ(x− v0t) przemieszzaj¡e si� wzdªu» harakterystyk x− v0t =
const.troh�, jake komplikaje w równaniah ruhu niesie nieliniowo±¢ rozpatrzmy jednowymia-rowe (nielepkie) równanie Burgersa du

dt = 0. Odegraªo ono i odgrywa ono w historii hydrody-namiki wa»n¡ rol�. Zaproponowane przez Burgersa (1953) jako jeden z modeli nieliniowyhdo badania nad turbulenj¡ ("burgulenj¡"). Jest ono równie» podstawowym równaniemdo badania nieliniowyh efektów rozhodzenia si� fal, modelem powstawania fali uderze-niowej. Zwró¢my uwag�, »e jest przyspieszenie zyli jednowymiarowa forma pohodnejsubstanjalnej pr�dko±i u. Peªna posta¢ jedno wymiarowego równania Burgersa jest po-stai czpczut+ uczpczux = ν ∂2u
∂x2 . Jak si� przekonamy jest to analogon jednowymiarowegorównania ruhu pªynu lepkiego bez zªonu zawieraj¡ego i±nienie. Staªy wspóªzynnik νodpowiada lepko±i pªynu.1.3 Jednowymiarowe, nielepkie równanie BurgersaRozwa»my nast�puj¡e zagadnienie poz¡tkowe
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0 (22)

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R (23)Do analizy zagadniania (22) wykorzystamy metod� harakterystyk. Zauwa»my, »e równanie(22) mo»na zapisa¢ jako
du

dt
=

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0 (24)Równanie harakterystyk przybiera posta¢:

dt

1
=

dx

u
(25)Matematyzne wprowadzenie do mehaniki pªynów 7



Jednowymiarowe, nielepkie równanie Burgersalub inazej
dx

dt
= u(x, t) (26)W przeiwie«stwie jednak do liniowego równania ró»nizkowego z¡stkowego prawa stronarównania (26) jest nieznana. Z równania (24) wynika, »e wzdªu» krzywej aªkowej równaniaró»nizkowego (26) rozwi¡zanie u=onst.. Dalej mo»na wywnioskowa¢,»e krzywa harak-terystyzna jest lini¡ prost¡ zyli d2x/dt2) = 0. Z równa« (26) i (24) mamy

d2x

dt2
=

d

dt
(
du

dt
) = 0 (27)Zaªó»my, »e rozwi¡zanie u(x, t) istnieje. Z wybranego punktu (x, t) mo»na dokona¢ powrotuwzdªu» harakterystyki do punktu przei�ia si� harakterystyki z osi¡ x (dla t = 0). Nieh

Rysunek 3: Charakterystyka x = u(x, 0)t + ξ = φ(ξ) + ξ równania (22).ten punkt przei�ia z osi¡ x ma warto±¢ ξ. Charakterystyki s¡ liniami prostymi wi� ihrównia maj¡ posta¢:
x = u(x, 0)t+ ξ = φ(ξ) + ξ (28)Je»eli wi� rozwi¡zanie zagadnienia (22) istnieje to przybiera ono form�

u(x, t) = φ(ξ) = φ(x− u(ξ, 0)t) (29)gdzie wspóªrz�dna ξ = ξ(x, t) zadana jest niejawnie równaniem (28).Nahylenie harakterystyk dx
dt zale»y od rozwi¡zania u(x, t). Im wi�ksza warto±¢ rozwi¡-zania tym szybiej przemieszza si� warto±¢ zaburzenia u(ξ, 0). Konsekwenje tego faktuprze±ledzimy na przykªadzie.Przykªad 3. Rozpatrzmy nast�puj¡e zagadnienie poz¡tkowe

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0 (30)

u(x, 0) = φ(x) =











2, x < 0

2− x, x ∈ [0, 1]

1, x > 1

(31)8 Henryk Kudela



Jednowymiarowe, nielepkie równanie Burgersa
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Rysunek 4: Wykres warunku poz¡tkowego dla zagadnienia (22).
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Rysunek 5: Rodzina harakterystyk równania (22). Dla 2t < x < t + 1 harakterystykiprzeinaj¡ si� w jednym punkie x = 2, t = 1.Wykres warunku poz¡tkowego przedstawia rys. 5 Dla x < 0 nahylenie harakterystyki(pr�dko±¢ rozhodzenia si� zaburzenia) wynosi 2. Dla 0 ≤ x ≤ 1harakterystyki maj¡ na-hylenie 2− x i wszystkie przeinaj¡ si� na pªaszzy¹nie ((x,t) w punkie (2, 1). Nazywaneto jest zaªamaniem fali. Rozwi¡zanie zadane jest równaniem (29). Dla 2t < x < t + 1równanie harakterystyk (28) przyjmuje posta¢
x = (2− ξ)t+ ξ, (32)W tym przypadku ªatwo oblizy¢ ξ

ξ =
x− 2t

1− t
(33)zyli u(x, t) = φ(ξ) = 2 − ξ = 2 − x−2t

1−t
= 2−x

1−t
. Ostatezne rozwi¡zanie zagadnienia (22)ma posta¢

u(x, t) =











2, x < 2t
2−x
1−t

, 2t < x < t+ 1, t < 1

1, x > t+ 1.

(34)Z jawnej posta¢ rozwi¡zania wida¢, »e nast�puje utrata regularno±i rozwi¡zania dla t =
1. Na rys. 6 przedstawiono sekwenj� ksztaªtów rozwi¡zania w ró»nyh hwilah zasowyha na rys. 7 powierzhni� rozwi¡zania u(x, t) w przedziale 0 < t < 1.Matematyzne wprowadzenie do mehaniki pªynów 9



Jednowymiarowe, nielepkie równanie Burgersa
Rysunek 6: Sekwenja rozwi¡za« zagadnienia (22) dla t < 1.

Rysunek 7: Powierzhnia rozwi¡zania zagadnienia (22) dla t < 1.Utrata regularno±i rozwi¡zania powoduje niesko«zon¡ warto±¢ pohodnej ∂u
∂x

(óso-bliwo±¢ gradientowa"). Ró»nizkuj¡ po wspóªrz�dnej x rozwi¡zanie równania Burgersa
u(x, t) = φ(x− ut), przyjmuj¡ z = x− ut, oraz dφ/dz = φ′ otrzymujemy

∂u

∂x
= (1− t

∂u

∂x
)φ′ (35)St¡d

∂u

∂x
=

φ′

1 + tφ′
(36)Pohodna ∂u

∂x
staje si� niesko«zona gdy mianownik w równaniu (??) przyjmuje warto±¢zero. Dla t > 0 jest to mo»liwe tylko gdy φ′ < 0, a wie gdy φ(x) jest funkj¡ malej¡¡.Katastrofa gradientowa zahodzi dla zasu tmin = −1/(φ′)max.
10 Henryk Kudela


