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1 Wprowadzenie do teorii o±rodka 
i¡gªegoZe wzgl�du na pó¹niejsze zastosowanie wprowadzimy obe
nie niezb�dne ne poj�
ia doty-
z¡
e najpierw kinematyki ru
hu, a nast�pnie nast�pnie wybrane zagadnienia doty
z¡
ekinematyki ru
hu wirowego.1.1 Uwagi o hipotezie o±rodka 
i¡gªegoMe
hanika o±rodka 
i¡gªego obejmuj¡
a me
hanik� 
iaªa staªego, me
hanik� 
ie
zy i ga-zów, teori� spr�»ysto±
i zajmuje si� ru
hem, kinematyk¡ i dynamik¡ rozwa»aj¡
 o±rodekmaterialny jako niesko«
zony, 
i¡gªy ukªad 
z¡stek 
ie
zy gazu lub 
iaªa staªego. W me-
hani
e o±rodka 
i¡gªego ignorowane s¡ sz
zegóªy budowy materii na poziomie atomowym(
z¡ste
zkowym). Zakªada si�, »e

• rze
zywisty materiaª, mo»na zast¡pi¢ jest przez gªadkie hipotety
zne kontinuum
• ka»da, dowolnie maªa por
ja kontinuum jest dobrze s
harakteryzowana parametramiopisuj¡
ego dany materiaª takim jak g�sto±¢, lepko±¢, 
i±nienie. Parametry te zmie-niaj¡ si� w obr�bie obj�to±
i zajmowanej przez materiaª w sposób 
i¡gªy i s¡ okre-±lone w ka»dym punk
ie obj�to±
i. Parametry opisuj¡
e stan o±rodka 
i¡gªego np,.pr�dko±¢, 
i±nienie mog¡ by¢ obli
zone na podstawie aksjomaty
zny
h reguª analizymatematy
znej, np. obli
zanie grani
y funk
ji, po
hodny
h itp.1



2 POJ�CIE RUCHU W O�RODKU CI�G�YMHipoteza kontinuum przestaje obowi¡zywa¢ gdy skala opisywany
h zjawisk jest rz�du od-legªo±
i mi�dzy atomowy
h. Dla gazów jest to odlegªo±¢ rz�du 10−7 m dla 
ie
zy 10−9 m.Aby lepiej zrozumie¢ ograni
zenia modelu kontinuum przeprowadzimy nast�puj¡
y ekspe-ryment my±lowy. W obszarze Ω zajmowanym przez pªyn, we¹my kontroln¡ obj�to±¢ zlo-kalizowan¡ wokóª punktu x0 = w ksztaª
ie sze±
ianu o boku h i obli
zmy ±redni¡ g�sto±¢pªynu zwart¡ w tej obj�to±
i jako
ρh(x0) =

Mh

h3Aby obli
zy¢ warto±¢ g�sto±
i w punk
ie x0 musimy wzi¡¢ grani
�
ρ(x0) = lim

h→0
ρh(x0)W ukªadzie rze
zywistym, materialnym traktowanie przej±
ia grani
znego w sposób do-sªowny prowadzi¢ b�dzie do wykresu g�sto±
i w zale»no±
i od rozmiaru kontrolnej obj�to±
i

h jak na rysunku 1. W obszarze ozna
zonym na rysunku jako II wykres g�sto±
i ρh jest
Rysunek 1: Wykres ±redniej g�sto±
i w sze±
ianie o boku h w zale»no±
i od dªugo±
i jegoboku hpoziomy. Nie zauwa»a si� �uktua
ji warto±
i w tym obszarze poniewa» li
zba 
z¡stek wsze±
ianie jest bardzo du»a ( w 1 cm3 wody zawiera w przybli»eniu okoªo 3 · 1022 
z¡stek).Zmniejszanie h poni»ej 10−9m powoduje, drasty
zny spadek li
zby 
z¡stek w obj�to±
i sze-±
ianu i du»e zmiany g�sto±
i w przy niewielkiej zmianie h (przy h mniejszym od 10−9mli
zba 
z¡stek 
ie
zy wynosi okoªo 30). Dlatego przej±
ie grani
zne h → 0 nale»y rozumie¢jako h → h∗ gdzie h∗ = 10−9 m dla 
ie
zy. W podobny sposób nale»y interpretowa¢ innefunk
je zale»ne od punktu w przestrzeni z 
i¡gªym rozkªadem materii, w którym zaniedbu-jemy molekularn¡ struktur� materii. � � `2 Poj�
ie ru
hu w o±rodku 
i¡gªymAby mo»na dalej zajmowa¢ si� ru
hem pªynu wprowadzimy pewne poj�
ia, które uªa-twi¡ nam badanie ru
hu. W pierwszej kolejno±
i zde�niujemy poj�
ie ukªadu refer
yjnego,ukªadu bie»¡
ego, zmienny
h materialny
h i zmienny
h przestrzenny
h. Podamy jak rozu-miemy ru
h z matematy
znego punktu oraz ró»ne sposoby opisu tego ru
hu2 Henryk Kudela



Opis ru
hu w zmienny
h Lagrange'a i w zmienny
h Eulera2.1 Opis ru
hu w zmienny
h Lagrange'a i w zmienny
h EuleraDo opisu poªo»enia punktu, b�dziemy wykorzystywali kartezja«ski ukªad wspóªrz�dny
h
x = (x1, x2, x3). B�dziemy zakªada¢, »e o±rodek 
i¡gªy wypeªnia pewn¡ 
z�±¢ przestrzeni
E

3 oraz »e interesujemy si� pewnym wyró»nionym podzbiorem przestrzeni euklidesowej
E

3, który b�dziemy odzna
zali Ω stanowi¡
y kontinuum. To zna
zy w ka»dym otwartympodzbiorze zbioru Ω znajduje si� niesko«
zenie wiele 
z¡stek materialny
h. Te materialne
z¡stki o±rodka kontinuum, w naszym wykªadzie b�dziemy nazywali 
z¡stkami pªynu. Iden-ty�ka
ja 
z¡stek pªynu w Ω okre±la kon�gura
j� obj�to±
i materialnej Ω.Nie
h w pewnej wyró»nionej 
hwili, nazwanej po
z¡tkow¡ t = 0, 
z¡stki zajmuj¡ pewnepoªo»enie Ω0. Poªo»enia 
z¡stek w zbiorze Ω0 b�dziemy ozna
za¢ przy pomo
y maªy
hliter gre
ki
h np. α = (α1, α2, α3) gdzie αi (i = 1, ..3). �atwo zrozumie¢, »e je»eli zbiór Ω0ulegnie przemiesz
zeniu to 
z¡stki przyjm¡ nowe poªo»enie x = (x1, x2, x3) ⊂ Ωt i zbiór Ω0zostanie przeksztaª
ony (podlega deforma
ji) w zbiór Ωt. Zbiór Ω0 nazywa si� kon�gura-
j¡ referen
yjn¡ a zbiór Ωt kon�gura
j¡ zdeformowan¡ lub kon�gura
j¡ bie»¡
¡. Zbiory Ω0oraz Ωt s¡ dwiema kon�gura
jami tej samej obj�to±
i materialnej tzn. s¡ utworzene z ty
hsamy
h 
z¡stek . Zbiór wspóªrz�dny
h α = (α1, α2, α3), które opisuj¡ poªo»enia 
z¡stek wzbiorze Ω0 nazywa si� wspóªrz�dnymi materialnymi natomiast wspóªrz�dne x = (x1, x2, x3)nazywa¢ b�dziemy wspóªrz�dnymi przestrzennymi.Dla warto±
i ka»dej 
hwili t mo»na zde�niowa¢ odwzorowanie Ω0 → Ωt, 
o ina
zej mo»nazapisa¢ jako:
x = Φ(α, t). (1)Odwzorowanie (1) przeprowadza dla ustalonej 
hwili t punkt α = (α1, α2, α3) ⊂ Ω0 przy
zym Φ(α, 0) = α.Dla ustalonego 
zasu odwzorowanie (1) nazywane jest deforma
j¡ wzgl�dem ukªadu refe-ren
yjnego Ω0.

Rysunek 2: Przemiesz
zenie 
z¡stek ze zbioru Ω0 do poªo»enia Ωt pod wpªywem deforma
ji
Φ(α, t)De�ni
ja 2.1. Ci¡gª¡ deforma
j� obj�to±
i materialnej z upªywem 
zasu nazwa¢ b�dziemyru
hem.Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 3



Opis ru
hu w zmienny
h Lagrange'a i w zmienny
h EuleraRu
h obj�to±
i materialnej z kon�gura
j¡ referen
yjn¡ Ω0 opisuje 
i¡gªe odwzorowa-nie Φ : Ω0 × (0,∞) → E
3, przy 
zym dla ka»dego ustalonego 
zasu t ≥ 0, funk
ja

Φ(·, t) = Φt : Ω0 → E
3 jest deforma
j¡. Odno±nie odwzorowania (1) 
zyni si� szereg za-ªo»e«. Przede wszystkim zakªada si�, »e odwzorowanie (1) jest odwzorowaniem 
i¡gªym idostate
znie ilo±¢ razy ró»ni
zkowalnym zarówno z wzgl�dem 
zasu t jak i parametru α.Zakªada si� równie», »e Φ(α, t) jest odwzorowaniem wzajemnie jednozna
znym. A wie
istnieje odwzorowanie odwrotne

α = Φ−1(x). (2)Ci¡gªo±¢ wzgl�dem 
zasu zapewnia, »e 
z¡stka pod
zas ru
hu nie zmienia swojego poªo-»enia w sposób skokowy, nagªy. Ci¡gªo±¢ wzgl�dem parametru α gwarantuje, »e 
z¡stkiznajduj¡
e si� w niesko«
zenie maªym oto
zeniu pewnej wybranej 
z¡stki b�d¡ tworzyªyto oto
zenie w 
hwila
h pó¹niejszy
h. Jednozna
zno±¢ odwzorowania zapewnia, »e w tymsamym 
zasie w danym poªo»eniu mo»e przebywa¢ tylko jedna 
z¡stka. Tak wi�
 materiale
z¡stki pªynu, które w pewien sposób zostaªy wyró»nione w 
hwili po
z¡tkowej b�d¡ roz-ró»nialne pod
zas 
aªego ru
hu.Zaªo»enie o istnienieniu odwrotnego, ró»ni
zkowalnego odwzorowania (2)wymaga aby Ja-kobian odwzorowania (1)
J = det
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(3)byª ró»ny od zera. B�dziemy przyjmowa¢ ,»e :
0 < J < ∞. (4)Ma
ierz wyst�puj¡
a pod opera
j¡ wyzna
znika (ma
ierz Jakobiego J) nazywa¢ b�dziemygradientem deforma
ji , J = ∇Φ. Gradient deforma
ji dostar
za lokalnej informa
ji na te-mat samej deforma
ji. Rozumie si� przez to fakt, »e dla dowolnej 
z¡stki α ∈ Ω0 deformaj
�

Φ mo»na rozªo»y¢ w szereg Taylora wzgl�dem α0 ∈ Ω0

Φ(α) = Φ(α0) + ∇Φ(α − α0) + O
(

|α − α0|
2
) (5)Tak wi�
 gradient deforma
ji opisuje liniow¡ zmian� deforma
ji Φ(α) − Φ(α0) = ∇Φh +

O
(

|h|2
) przy 
zym h = α − α0.W badania
h nad ru
hem o±rodka 
i¡gªego spotykamy si� z polami (np. polem pr�d-ko±
i, 
i±nienia) okre±lony
h na kon�gura
ji bie»¡
ej Ωt której punkty s¡ opisane zmienn¡

x. Poniewa» jednak x = Φ(α, t) dowolna funk
ja x ∈ Ωt mo»e by¢ wyra»ona jako funk-
ja α ∈ Ωt. Podobnie mo»na spotka¢ pola okre±lone na kon�gura
ji referen
yjnej, którejpunkty opisane s¡ zmiennymi α. Istnieje odwzorowania odwrotnego α = Φ−1(x) pozwaladowoln¡ funk
j� od α wyrazi¢ jako funk
j� x ∈ Ωt.Opis ru
hu przy pomo
y zmienny
h (α, t) nazywa si� opisem w zmienny
h materialny
hlub te» opisem w zmienny
h Lagrange'a. Opis ru
hu z u»y
iem zmienny
h przestrzenny
h
(x, t) nazywa si� opisem w zmienny
h Eulera.4 Henryk Kudela



Pola pr�dko±¢ i przyspieszenia2.2 Pola pr�dko±¢ i przyspieszeniaPr�dko±¢ i vL i przyspieszenie aL w zmienny
h Lagrange'a wyra»aj¡ si� jako:
vL =

∂Φ(α, t)

∂t
, aL =

∂2
Φ(α, t)

∂t2
(6)W opisie Eulera ru
hu pªynu skupiamy si� na zale»no±
i parametrów pªynu w ustalonympunk
ie przestrzeni x i 
hwili 
zasu t, i naogóª nie interesuje nas historia ru
hu 
z¡stki.Badamy na przykªad pole pr�dko±
i v(x, t), 
i±nienia p(x, t), g�sto±
i ρ(x, t) w ustalonympunk
ie przestrzeni. Je»eli pole pr�dko±
i v(x, t) jest znane to pozwala to, przynajmniejteorety
znie, wyzna
zy¢ odwzorowanie przepªywowe x = Φ(α, t) poprzez rozwi¡zanie za-gadnienia po
z¡tkowego

{

dx
dt

= v(x, t)
x(0) = α

(7)Tak wi�
 odwzorowana Φ(α, t) jest krzyw¡ 
aªkow¡ równania ró»ni
zkowego (7).Na mo
y twierdzenia o istnieniu i jednozna
zno±
i rozwi¡zania równania ró»ni
zkowego

Rysunek 3: Trajektoria 
z¡stki jest krzyw¡ 
aªkow¡ równania ró»ni
zkowego (7)(7) wynika, ze dla t > s > 0 za
hodzi
x(t + s) = Φ(α, t + s) = Φ(x(s), t) (8)
Φ(α, 0) = α (9)gdzie x(s) = Φ(α, s).Pole pr�dko±
i v(x, t) ozna
za pr�dko±¢ 
z¡stki w 
zasie t, która w 
hwili po
z¡tkowejznajdowaªa si� w poªo»eniu α. Jak to powiedziano ju» wy»ej, dysponuj¡
 odwzorowaniemprzepªywowym (ru
hem) Φ(α, t) dowoln¡ wielko±¢ �zy
zn¡ zadan¡ w zmienny
h Eulera

f(x, t), mo»na wyrazi¢ w zmienny
h Lagrange'a:
f(x, t) = f(Φ(α, t), t) = F (α, t) (10)Po
hodna wzgl�dem 
zasu funk
ji f(x, t) na mo
y twierdzenia o ró»ni
zkowaniu funk
jizªo»onej wyra»a si� nast�puj¡
o:
df(x, t)

dt
=

∂f

∂t
+

3
∑

i=1

(

∂f

∂xi

∂xi

∂t

) (11)Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 5



Pola pr�dko±¢ i przyspieszenia

Rysunek 4: Ró»ne poªo»enia obj�to±
i materialnej Ω pod
zas ru
hu: Ω0 ozna
za poªo»eniezbioru Ω w 
hwili po
z¡tkowej t = 0,Ωt ozna
za kon�gura
j� w 
hwili t. Kon�gura
ja t2mo»e by¢ osi¡gni�ta jak zªo»enie Ωt2 = Φt2−t1(Φt1(Ω0))gdzie xi = Φi(x1, x2, x3, t). Poniewa» vi = ∂Φi

∂t
wi�
 wzór (11) na po
hodn¡ funk
ji fwzgl�dem 
zasu przyjmuje posta¢:

d f

dt
=

∂f

∂t
+

3
∑

i=1

vi
∂f

∂xi
=

∂f

∂t
+ v · ∇f (12)Po
hodna ∂f

∂t
nazywa si� po
hodn¡ lokaln¡ funk
ji f natomiast 
zªon v·∇f opisuje szybko±¢zmian wielko±
i f wzdªu» trajektorii x = Φ(α, t) nazywamy po
hodn¡ konwek
yjn¡. Takwi�
 ró»ni
zkowa zmiana funk
ji f pod
zas ru
hu ma dwa skªadniki: lokalny df |lok = ∂f

∂t
dtoraz konwek
yjny df |konv = df

ds
ds gdzie ds = |dx| jest elementem trajektorii a po
hodna df

dsjest po
hodn¡ kierunkow¡ w kierunku s. Wektor s pokrywa si� z kierunkiem pola pr�dko±
i,a wie

df

ds
ds =

v

|v|
· ∇f |v|dt = v · ∇fdt.Dalej, aby upro±
i¢ zapis i ka»dorazowo nie pisa¢ znaku sumy, b�dziemy wykorzystywa¢konwen
j� suma
yjn¡: je»eli w wyra»eniu wyst�puje 
zªon, w którym zmienne maj¡ tensam indeks wyst�puje powtarzaj¡
y si� indeks (we wzorze 11 indeks i) to nale»y rozmie¢,»e 
zªon ten stoi pod znakiem sumy i sumowanie przebiega od i = 1 do i = 3.Skªadowa i-ta przyspieszenia w zmienny
h Eulera wyra»a si� nast�puj¡
o:

dvi(x, t)

dt
=

∂vi

∂t
+

∂vi

∂xj
vj =

∂vi

∂t
+ ∇vi · v (13)6 Henryk Kudela



Po
hodna JakobianuW zapisie wektorowym wzór (13) przedstawia si� nast�puj¡
o:
dv(x, t)

dt
=

∂v

∂t
+ (v · ∇)v (14)Gradient z pola pr�dko±
i v = (v1(x1, x2, x3), v2(x1, x2, x3), v3(x1, x − 2, x3)) wyra»a si�jako ma
ierz dziesi�
io elementowa

∇v =


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(15)i b�dzie odgrywaªa bardzo wa»n¡ rol� w opisie deforma
ji elementu obj�to±
i pªynu i na-pr�»e« wyst�puj¡
y
h w pªynie.2.3 Po
hodna JakobianuW dalszym wykªadzie oka»e si� niezwykle po»yte
zny wzór Eulera na po
hodn¡ Jakobianuwzgl�dem 
zasu. Mówi si�, »e pole okre±lone przez Jakobian J(α, t) = det |∇Φ(α, t)|(patrz (3)) jest miar¡ obj�to±
iowego napr�»enia spowodowan¡ przez deforma
j� Φ(α, t) w
hwili t i punk
ie α.Rozwa»my oto
zenie punktu α o promieniu ε, α ∈ Ω0. Oto
zenie to deforma
ja Φ(α, t)przeprowadza w oto
zenie punktu x ∈ Ωt. Tak wi�

Ωt = {x = Φ(α, t),α ∈ Ω0}Napr�»eniem obj�to±
iowym w punk
ie α nazywa si� wzgl�dn¡ zmian� ksztaªtu pomi�-dzy Ωt i Ω0 gdy promie« ε → 0. Tak wi�
 napr�»enie obj�to±
iowe wi¡»e si� lokalnymroz
i¡ganiem obj�to±
i materialnej pod wpªywem deforma
ji Φ. Przypomnijmy z analizymatematy
znej wzór na zamian� zmienny
h w 
aª
e obj�to±
iowej:Lemat 2.1. Nie
h φ b�dzie dowolnym polem sklarnym w zmienny
h materialny
h na zbio-rze zbiorze Bt, którego podzbiorem jest Ωt, Ωt ∈ Bt oraz Ωt = Φt(Ω0). Wtedy za
hodzirówno±¢

∫

Ωt

φ(x, t)dυx =

∫

Ω0

φ(α, t) |J | dυα (16)Ozna
zmy kul� o promieniu ε w zbiorze Ωt jako Ωε,t, która jest obrazem kuli Ωε,0znajduj¡
ej si� w 
hwili po
z¡tkowej w punk
ie α0, Ωε,t = Φt(Ωε,0). Na mo
y zaªo»eniao regularno±
i Jakobianu J(α, t) mo»emy Jakobian w oto
zeniu punktu α0 rozwin¡¢ wszereg Taylora
J(α, t) = J(α0, t) + 0(ε) (17)Tak wi�
 obj�to±¢ kuli Ωε,t wyra»a si� nast�puj¡
o:

vol(Ωε,t) =

∫

Ωt

dυx =

∫

Ω0

|J | dυα =

=

∫

Ω0

|J(α0, t) + 0(ε)| dυα = (J(α0, t) + 0(ε)) vol(Ωε,0)

(18)Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 7



Po
hodna JakobianuDziel¡
 stronami we wzorze (??) przez vol(Ωε,0) i prze
hodz¡
 do grani
y ε → 0 otrzymu-jemy
J(α0, t) = lim

ε→0

vol(Ωε,t)

vol(Ωε,0)
(19)Tak wi�
, warto±¢ Jakobianu J(α0, t) wyra»a iloraz zdeformowanej obj�to±
i vol(Ωt) poddziaªaniem deforma
ji Φt do obj�to±
i niezdeformowanej vol(Ω0) w punk
ie α0 ∈ Ω0. Gdy

J(α, t) > 1 ozna
za, »e obj�to±¢ materialna oto
zenia vol(Ωε,t) ro±nie i wtedy za
hodziroz
i¡ganie materiaªu, je»eli natomiast J(α, t) < 1 to materiaª podlega kompresji. Gdy
J(α, t) = 1 to obj�to±¢ materialna w pobli»u punktu α b�dzie si� za
howywa¢. Mo»e onaulega¢ roz
i¡ganiu w jednym kierunku i podlega¢ kompresji w innym, ale jego 
aªkowitaobj�to±¢ nie ulega zmianie.Udowodnimy teraz wzór Eulera na ró»ni
zkowanie Jakobianu wzgl�dem 
zasu.Lemat 2.2.

∂J(α, t)

∂t
= J(α, t)div v(x, t) (20)Dowód. Dla za
howania prostoty i przejrzysto±
i ra
hunków dowód zostanie przedsta-wiony dla ru
hu dwu wymiarowego. Dowód dla ru
hu trój wymiarowego przebiega dokªad-nie tak samo. Nie
h Φ(x, t) = (Φ1(x1, x2, t),Φ2(x1, x2, t) oraz xi = Φ1(x1, x2, t). Wiemy,»e ui = ∂Φi(x1,x2,t)

∂t
wyra»a pr�dko±¢ w punk
ie (x1, x2) 
z¡stki, która w 
hwili po
z¡tkowejbyªa w punk
ie α1, α2. Z de�ni
ji po
hodnej mamy

∂J

∂t
= lim

h→0

J(α, t + h) − J(α, t)

h
) (21)Wyra»enie dla J(t + h) jest nast�puj¡
e:

J(t + h) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂Φ1(t + h)

∂α1

∂Φ1(t + h)

∂α2
∂Φ2(t + h)

∂α1

∂Φ2(t + h)

∂α2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(22)Funk
j� ∂Φi(t+h)
∂αj

mo»na rozwin¡¢ w szereg Taylora wokóª punktu t

∂Φi(t + h)

∂αj
=

∂Φi(t)

∂αj
+

∂2Φi(t)

∂αj∂t
h + O(h2) (23)Wstawiaj¡
 (23) do wyra»enia (22) otrzymujemy:

J(t + h) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂Φ1(t)

∂α1
+ h

∂2Φ1(t)

∂α1∂t
+ O(h2)

∂Φ1(t)

∂α2
+ h

∂2Φ1(t)

∂α2∂t
+ O(h2)

∂Φ2(t)

∂α1
+ h

∂2Φ2(t)

∂α2∂t
+ O(h2)

∂Φ2(t)

∂α2
+ h

∂2Φ2(t)

∂α2∂t
+ O(h2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(24)Teraz skorzystamy z faktu, »e wyzna
znik jest funk
j¡ wielo liniow¡ swoi
h wierszy. Je»eliwi�
 wi ozna
za i-ty wiersz ma
ierzy, której wyzna
znik ozna
zymy jako det(w1, w2) to
det(w1+ha1, w2+ha2) = det(w1, w2)+h

(

det(a1, w2) + det(w1, a2)) + h2det(a1, a2)
) (25)8 Henryk Kudela



Po
hodna JakobianuTak wi�
 wyra»enie (24) mo»na przeksztaª
i¢ do posta
i
J(t + h) = J + h(

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂2Φ1(t)

∂α1∂t

∂2Φ1(t)

∂α2∂t
∂Φ2(t)

∂α1

∂Φ2(t)

∂α1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂Φ1(t)

∂α1

∂Φ1(t)

∂α2

∂Φ2(t)
∂2α1∂t

∂2Φ2(t)

∂α2∂t

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

) + O(h2) (26)Dalej wykorzystamy fakt,»e mo»na zamieni¢ kolejno±¢ ró»ni
zkowania w wyra»eniu ∂2Φi(x1,x2)
∂αj∂t

,pami�taj¡
, »e ui = ∂Φi

∂t
oraz xi = Φi(α1, α2). St¡d otrzymujemy

∂2Φi(x1, x2)

∂αj∂t
=

∂vi(x1, x2)

∂αj

=
∂vi(x1, x2)

∂x1

∂x1

∂αj

+
∂vi(x1, x2)

∂x2

∂x2

∂αj

(27)Dalej, aby upro±
i¢ nie
o zapis zostan¡ u»yte ozna
zenia ∂vi

∂xj
= vi,j oraz ∂Φi

∂αj
= Φi,j. Zu»y
iem zapisu indeksowego wyra»enie (27) przedstawia si� nast�puj¡
o

∂2Φi(x1, x2)

∂αj∂t
= ui,j = ui,1Φ1,j + ui,2Φ2,j (28)Wykorzystuj¡
 zale»no±¢ (28) i wstawiaj¡
 do pierwszego wiersza pierwszego wyzna
z-nika w nawiasie (przed przyrostem h) otrzymujemy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂2Φ1(t)

∂α1∂t

∂2Φ1(t)

∂α2∂t
∂Φ2(t)

∂α1

∂Φ2(t)

∂α2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

v1,1Φ1,1 + v1,2Φ1,2 v1,1Φ1,2 + v1,2Φ2,2

Φ2,1 Φ2,2

∣

∣

∣

∣

=

= u1,1

∣

∣

∣

∣

Φ1,1 Φ1,2

Φ2,1 Φ2,2

∣

∣

∣

∣

+ u1,2

∣

∣

∣

∣

Φ2,1 Φ2,2

Φ2,1 Φ2,2

∣

∣

∣

∣

= v1,1JPowtarzaj¡
 obli
zenia dla drugiego wyzna
znika w nawisie otrzymujemy
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂Φ2(t)

∂α1

∂Φ2(t)

∂α2
∂2Φ1(t)

∂α1∂t

∂2Φ1(t)

∂α2∂t

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= v2,2JA wi�
 ostate
znie
J(t + h) = J(t) + hJ(

∂v1

∂x1
+

∂v2

∂x2
) + O(h2) = J + hJdiv v|

x=Φ(α,t) + O(h2) (29)Po wstawieniu tego wyra»enia do wzoru (21) otrzymujemy tez� lematu (20).Przykªad 1. Ru
h zadany jest nast�puj¡
ym odwzorowaniem
x1 = Φ1(α, t) = α1e

bt, x2 = Φ2(α, t) = α2e
bt, x3 = Φ1(α, t) = α3 e−2bt (30)1. Obli
zy¢ jakobian deforma
ji. Rozstrzygn¡¢, 
zy ru
h b�dzie za
howywaª obj�to±¢.Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 9



Po
hodna Jakobianu2. Obli
zy¢ pr�dko±¢ i przyspieszenie w zmienny
h Lagrange'a (materialny
h) oraz wzmienny
h przestrzenny
h (Eulera).3. Wyzna
zy¢ trajektorie 
z¡stek oraz linie pr¡du z obli
zonego w pkt.2 pola pr�dko±
i wzmienny
h EuleraRozwi¡zanie.1. Jakobian odwzorowania opisuj¡
ego ru
h ma psta¢:
J = det















∂Φ1(α, t)

∂α1

∂Φ1(α, t)

∂α2

∂Φ1(α, t)

∂α3
∂Φ2(α, t)

∂α1

∂Φ2(α, t)

∂α2

∂Φ2(α, t)

∂α3
∂Φ3(α, t)

∂α1

∂Φ3(α, t)

∂α2

∂Φ3(α, t)

∂α3















=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ebt 0 0
0 ebt 0

0 0 e−2bt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 (31)
J = 1 6= 0 ozna
za, »e transforma
ja opisuj¡
a ru
h zadana jest prawidªowo. Istniejeodwzorowanie odwrotne, które ma posta¢:

α1 = x1e
−bt, α2 = x2e

−bt, α3 = x3e
2bt (32)Przepªyw Φ b�dzie za
howywaª obj�to±¢.2. Pole pr�dko±
i w zmienny
h Lagrange'a wyra»¡ si� nast�puj¡
o:

vL1
=

∂Φ1

∂t
= bα1e

bt, vL2
=

∂Φ2

∂t
= bα2e

bt, vL3
=

∂Φ3

∂t
= −2bα3e

−2bt (33)Posªuguj¡
 si� odwzorowaniem odwrotnym (32) mo»na wyeliminowa¢ z wyra»e« (33)parametry materialne αi. Pr�dko±¢ w zmienny
h przestrzenny
h (Eulera) wyra»a si�nast�puj¡
o:
v1 = bx1, v2 = bx2, v3 = −2bx3 (34)Przyspieszenie w zmienny
h Lagrange'a wyra»aj¡ wzory:

aL1
=

∂2Φ1

∂t2
= b2α1e

bt, aL2
= b2α2e

bt, aL3
= 4b2α3e

−2bt (35)Eliminuj¡
 z wyra»e« (35) przy pomo
y odwzorowania odwrotnego (32) otrzymujemyprzyspieszenie w zmienny
h przestrzenny
h:
a1 = b2x1, a2 = b2x2, a3 = 4b2x3 (36)Poniewa» znamy ju» pole pr�dko±
i w zmienny
h Eulera (34) przyspieszenie w ty
hzmienny
h mo»emy wyzna
zy¢ ze wzoru na po
hodn¡ substan
jaln¡ (13)

a1 =
∂v1

∂t
+ ∇v1 · v = b2x1, a2 = b2x2, a3 = 4b2x3 (37)10 Henryk Kudela



3 TWIERDZENIE TRANSPORTOWE2.4 ZadaniaZad.1. Zadany jest ru
h x = Φ(α, t):
x1 = Φ1(α, t) = α1e

t + α3, x2 = Φ2(α, t) = α2, x3 = Φ1(α, t) = α3 − tα1 (38)1. Przedstawi¢ ru
hu w posta
i ma
ierzowej x = Aα. Wyzna
zy¢ Jakobian odwzorowania2. Pokaza¢, »e odwrotne α = Φ
−1(x) zadane jest nast�puj¡
ymi wzorami

α1 =
x1 − x3

t + et
, α2 = x2, α3 =

tx1 + etx3

t + et
(39)3. Sprawdzi¢ ,»e Φ

(

Φ
−1(x, t)

)

= x.4. Wyzna
zy¢ pole pr�dko±
i w zmienny
h Lagrange'a vL(α, t) oraz pole pr�dko±
i w zmienny
hEulera v(x, t).Zad.2. Nie
h w przestrzeni E
3 zadane b�d¡ dwa pola skalarne ρ(α, t) oraz T (x, t) które okre±lones¡ w zmienny
h Lagrange'a i przestrzenny
h za pomo
¡ wzorów
ρ(α) = α1 + t, T (x, t) = x1 + t (40)Korzystaj¡
 z przepªywu Φ podanego w zadaniu 1 wyzna
zy¢:1. przestrzenny opis pola ρ(x, t)2. opis pola w zmienny
h materialny
h dla pola T (α, t)3. po
hodn¡ substan
jaln¡ pola T (x, t)3 Twierdzenie transportoweW prakty
e 
z�sto za
hodzi konie
zno±¢ obli
zenia po
hodnej wzgl�dem 
zasu z 
aªki wielko±
i

f(x, t) okre±lonej na unoszonej (transportowanej) przez przepªyw Φ obj�to±
i: Ω(t) = Φ(Ω(0)).Je»eli f(x, t) jest 
i¡gª¡ i ró»ni
zkowaln¡ funk
j¡ na Ωt to funk
ja
Q(t) =

d

dt

∫

Ω(t)

f(x, t)dυjest funk
j¡ równie» ró»ni
zkowaln¡. Obli
zenie po
hodnej Q(t)
dt

napotyka pewne trudno±
i, wy-nikaj¡
e z faktu, »e obszar 
aªkowania jest zale»ny od 
zasu. Aby dokona¢ tego ró»ni
zkowaniawykorzystuje si� odwzorowanie przepªywowe 1). Dokonuje si� zamiany 
aªkowania po ru
homymobszarze na 
aªkowanie 
aªkowanie po obszarze referen
yjnym, niezale»nym od 
zasu (patrz (16).Twierdzenie 3.1. . Nie
h b�dzie zadany ru
h Φ(α, t) z polem pr�dko±
i v(x, t) wtedy
d

dt

∫

Ω(t)

f(x, t)dυx =

∫

Ω(t)

(

df

dt
+ f div v

)

dυx (41)Dowód. Dokonamy zamiany zmiennej przy pomo
y odwzorowania przepªywowego Φ, a nast�pnieskorzystamy ze wzoru Eulera na po
hodn¡ jakobianu (19). St¡d
d

dt

∫

Ωt

f(x, t)dυ
x

=
d

dt

∫

Ω0

f(Φ(α, t))J(t, α)dυα =

∫

Ω0

(

(
∂f

∂t
+ ∇f · v)J + f Jdiv v

)

dυα =

∫

Ωt

(

df

dt
+ f div v

)

dυx (42)Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 11



3 TWIERDZENIE TRANSPORTOWEWzór (41) mo»na zapisa¢ nie
o ina
zej. A mianowi
ie, ªatwo sprawdzi¢, »e dla dowolnej funk
jiskalarnej f i wektora v za
hodzi nast�puj¡
a równo±¢:
div (fv) = ∇f · v + fdiv v (43)Korzystaj¡
 z to»samo±
i (43), wyra»enie pod
aªkowe po prawej stronie wzoru (41) mo»na zapisa¢jako

df

dt
+ f div v =

∂f

∂t
+ div (fv)Nast�pnie wykorzystuj¡
 twierdzenie Gaussa�Ostrogradzkiego mo»na zapisa¢ twierdzenie trans-portowe w posta
i:

d

dt

∫

Ω(t)

f(x, t)dυx =

∫

Ω(t)

∂f

∂t
dυx +

∫

S

f v · ndS (44)Wzór (44) nosi nazw� wzoru Leibniza. Jego jednowymiarowa wersja, doty
z¡
a ró»ni
zkowania
aªki,w której grani
e jak i funk
ja pod
aªkowa zale»¡ od parametru t ma posta¢:
d

dt

∫ b(t)

a(t)

f(x, t)dx =

∫ b

a

∂f

∂t
dx +

db

dt
f(b, t) −

da

dt
f(a, t) (45)Po
hodna db/dt = u(b), natomiast da/dt = u(a). Równanie (45) mo»na zapisa¢ jako

d

dt

∫ b(t)

a(t)

f(x, t)dx =

∫ b

a

∂f

∂t
dx + u(b) f(b, t) − u(a)f(a, t) =

∫ b

a

∂f

∂t
dx +

∫ b

a

∂(uf)

∂x
dx =

∫ b

a

(

∂f

∂t
+

∂(uf)

∂x

)

dx =

∫ b

a

(

df

dt
+ f

∂u

∂x

)

dx

(46)Wzór (46) stanowi jedno wymiarowy odpowiednik wzorów (41) i (44).Wzór (44) znajduje w prakty
e li
zne zastosowania wi�
 warto po±wie
i¢ mu nie
o wi�
ej uwagi.We wzorze (41) przyjmuje si�, »e obj�to±¢ 
ie
zy Ω(t), po której 
aªkujemy skªada si� 
i¡gle z ty
hsamy
h 
z¡stek. Brzeg ∂Ω dzieli obszar przepªywu na wewn�trzny, to zna
zy na 
z¡stki zawartewewn¡trz Ω oraz zewn�trzny w stosunku obj�to±
i Ω. Ze wzgl�du na odwra
alno±¢ odwzorowaniaprzepªywowego brzeg obszaru ∂Ω zbudowany jest równie» zawsze z ty
h samy
h 
z¡stek. Tak¡ wy-odr�bnion¡ obj�to±¢ nazywamy ukªadem zamkni�tym (odizolowanym) lub obj�to±
i¡ materialn¡.W zastosowania
h prakty
zny
h wygodnie jest do rozwa»a« wprowadzi¢ obj�to±¢ kontroln¡, któranazywana jest te» ukªadem otwartym. Zmieniaj¡
y swoje poªo»enie ukªad zamkni�ty dla wybranej
hwili, t = t0 pokrywa si� z obj�to±
i¡ kontroln¡. Pr�dko±¢ 
z¡stek na powierz
hni ograni
zaj¡-
ej obj�to±¢ kontroln¡ równa si�, w tej wybranej 
hwili, pr�dko±
i 
z¡stek ukªadu zamkni�tego.Twierdzenie transportowe dla obj�to±
i kontrolnej przyjmuje posta¢:
d

dt

∫

Ω(t=t0)

f(x, t)dυ =
∂

∂t

∫

OK

f(x, t)dυ +

∫

S

f v · ndS (47)Interpreta
ja �zy
zna twierdzenia transportowego jest nast�puj¡
a: Szybko±¢ zmiany wielko±
i f wobj�to±
i kontrolnej odpowiada sumie 
hwilowej szybko±
i zmiany f w tej obj�to±
i oraz strumienia
f przez powierz
hni� S ograni
zaj¡
¡ obj�to±¢ kontroln¡.
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3 TWIERDZENIE TRANSPORTOWE

Rysunek 5: Poªo»enie ukªadu zamkni�tego wzgl�dem obj�to±¢ kontrolnej w ró»ny
h 
hwi-la
h t0 − ∆t,,t0 oraz t0 + ∆t. Obj�to±¢ ukªadu zamkni�tego pokrywa si� w 
hwili t0 zobj�to±
i¡ kontroln¡.
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