Wyktad 1

Podstawowe pojecia mechaniki osrodka ciaglego

Henryk Kudela
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1 Wprowadzenie do teorii oSrodka ciagltego

Ze wzgledu na podzZniejsze zastosowanie wprowadzimy obecnie niezbedne ne pojecia doty-
czace najpierw kinematyki ruchu, a nastepnie nastepnie wybrane zagadnienia dotyczace
kinematyki ruchu wirowego.

1.1 Uwagi o hipotezie osrodka cigglego

Mechanika osrodka cigglego obejmujaca mechanike ciata stalego, mechanike cieczy i ga-
76w, teorie sprezystosci zajmuje sie ruchem, kinematyka i dynamika rozwazajac o$rodek
materialny jako nieskoriczony, ciagly uktad czastek cieczy gazu lub ciata stalego. W me-
chanice oérodka ciaglego ignorowane sa szczegdly budowy materii na poziomie atomowym
(czasteczkowym). Zaktada sie, ze

e rzeczywisty material, mozna zastapic jest przez gtadkie hipotetyczne kontinuum

e kazda, dowolnie mata porcja kontinuum jest dobrze scharakteryzowana parametrami
opisujacego dany material takim jak gestos¢, lepkosé, cisnienie. Parametry te zmie-
niaja sie w obrebie objetosci zajmowanej przez material w sposéb ciagly i sa okre-
Slone w kazdym punkcie objetosci. Parametry opisujace stan o$rodka ciaglego np,.
predkos¢, cisnienie moga by¢ obliczone na podstawie aksjomatycznych regut analizy
matematycznej, np. obliczanie granicy funkcji, pochodnych itp.



2 POJECIE RUCHU W OSRODKU CIAGLYM

Hipoteza kontinuum przestaje obowiazywac¢ gdy skala opisywanych zjawisk jest rzedu od-
legtosci miedzy atomowych. Dla gazow jest to odlegtosé rzedu 107 m dla cieczy 10~° m.
Aby lepiej zrozumie¢ ograniczenia modelu kontinuum przeprowadzimy nastepujacy ekspe-
ryment myslowy. W obszarze 2 zajmowanym przez ptyn, wezmy kontrolng objetos¢ zlo-
kalizowana wokél punktu xg = w ksztalcie szecianu o boku h i obliczmy $rednia gestosé
plynu zwarta w tej objetosci jako

Ph(xo) -3

Aby obliczy¢ wartosé gestosci w punkcie zy musimy wzigé granice
=1li
p(xo) e pr(To)

W uktadzie rzeczywistym, materialnym traktowanie przejscia granicznego w sposoéb do-
stowny prowadzi¢ bedzie do wykresu gestosci w zaleznosci od rozmiaru kontrolnej objetosci
h jak na rysunku 1. W obszarze oznaczonym na rysunku jako II wykres gestosci p;, jest
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Rysunek 1: Wykres Sredniej gestosci w szedcianie o boku h w zaleznosci od dlugosci jego
boku h

poziomy. Nie zauwaza sie fluktuacji wartosci w tym obszarze poniewaz liczba czastek w
szedcianie jest bardzo duza ( w 1 em?® wody zawiera w przyblizeniu okoto 3 - 10?2 czastek).
Zmniejszanie h ponizej 10~?m powoduje, drastyczny spadek liczby czastek w objetosci sze-
$cianu i duze zmiany gestosci w przy niewielkiej zmianie h (przy h mniejszym od 10~%m
liczba czastek cieczy wynosi okoto 30). Dlatego przejscie graniczne h — 0 nalezy rozumiec¢
jako h — h* gdzie h* = 1079 m dla cieczy. W podobny sposob nalezy interpretowa¢ inne
funkcje zalezne od punktu w przestrzeni z ciagtym rozktadem materii, w ktérym zaniedbu-
jemy molekularng strukture materii. ““*

2 Pojecie ruchu w osrodku cigglym

Aby mozna dalej zajmowaé sie ruchem ptynu wprowadzimy pewne pojecia, ktére uta-
twig nam badanie ruchu. W pierwszej kolejnosci zdefiniujemy pojecie uktadu refercyjnego,
uktadu biezacego, zmiennych materialnych i zmiennych przestrzennych. Podamy jak rozu-
miemy ruch z matematycznego punktu oraz rézne sposoby opisu tego ruchu
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Opis ruchu w zmiennych Lagrange’a i w zmiennych Eulera

2.1 Opis ruchu w zmiennych Lagrange’a i w zmiennych Eulera

Do opisu potozenia punktu, bedziemy wykorzystywali kartezjanski uktad wspoétrzednych
x = (z1,22,x3). Bedziemy zakladaé, ze osrodek ciagly wypelnia pewna czes¢ przestrzeni
E3 oraz ze interesujemy sie pewnym wyréznionym podzbiorem przestrzeni euklidesowej
E3, ktory bedziemy odznaczali 2 stanowigcy kontinuum. To znaczy w kazdym otwartym
podzbiorze zbioru 2 znajduje sie nieskonczenie wiele czastek materialnych. Te materialne
czastki odrodka kontinuum, w naszym wyktadzie bedziemy nazywali czastkami ptynu. Iden-
tyfikacja czastek ptynu w Q okresla konfiguracje objetosci materialnej €.
Niech w pewnej wyr6znionej chwili, nazwanej poczatkowa t = 0, czastki zajmuja pewne
polozenie €g. Polozenia czastek w zbiorze €y bedziemy oznaczaé przy pomocy malych
liter greckich np. & = (o, a2, a3) gdzie o (i = 1,..3). Latwo zrozumie¢, ze jezeli zbior Qg
ulegnie przemieszczeniu to czastki przyjma nowe polozenie x = (x1,x9,x3) C Q4 1 zbior Qg
zostanie przeksztalcony (podlega deformacji) w zbior €. Zbior €y nazywa sie konfigura-
cja referencyjna a zbior €y konfiguracjg zdeformowang lub konfiguracjg biezgcq. Zbiory g
oraz () sa dwiema konfiguracjami tej samej objetosci materialnej tzn. sa utworzene z tych
samych czastek . Zbior wspolrzednych a = (a1, ag, aig), ktore opisuja polozenia czastek w
zbiorze €y nazywa sie wspotrzednymi materialnymi natomiast wspolrzedne x = (1, 2, z3)
nazywaé bedziemy wspolrzednymi przestrzennymi.
Dla wartosci kazdej chwili ¢ mozna zdefiniowa¢ odwzorowanie g — €2, co inaczej mozna
zapisa¢ jako:

x = ®(a,t). (1)

Odwzorowanie (1) przeprowadza dla ustalonej chwili ¢ punkt @ = (a1, a0, 3)  C Qg przy
czym ®(a,0) = a.
Dla ustalonego czasu odwzorowanie (1) nazywane jest deformacjg wzgledem uktadu refe-

rencyjnego €.
-_\/'—TP“
/ o Q\
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Rysunek 2: Przemieszczenie czastek ze zbioru g do potozenia €; pod wptywem deformacji
P(ar, t)

Definicja 2.1. Cligglg deformacje objetosci materialnej z uptywem czasu nazwaé bedziemy
ruchem.
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Opis ruchu w zmiennych Lagrange’a i w zmiennych Eulera

Ruch objetosci materialnej z konfiguracja referencyjna g opisuje ciaglte odwzorowa-
nie ® : Qg x (0,00) — E3, przy czym dla kazdego ustalonego czasu t > 0, funkcja
D(-,t) = &, : Qy — E? jest deformacja. Odnosnie odwzorowania (1) czyni si¢ szereg za-
lozen. Przede wszystkim zaktada sie, ze odwzorowanie (1) jest odwzorowaniem cigglym i
dostatecznie ilo§¢ razy rozniczkowalnym zaréwno z wzgledem czasu t jak i parametru a.
Zaktada sie rowniez, ze ®(a,t) jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym. A wiec
istnieje odwzorowanie odwrotne

a=d"1(x). (2)

Ciaglos¢ wzgledem czasu zapewnia, ze czastka podczas ruchu nie zmienia swojego poto-
zenia w sposob skokowy, nagly. Ciaglos¢ wzgledem parametru o gwarantuje, ze czastki
znajdujace sie w nieskonczenie matym otoczeniu pewnej wybranej czastki beda tworzyty
to otoczenie w chwilach pdzniejszych. Jednoznacznosé¢ odwzorowania zapewnia, ze w tym
samym czasie w danym potozeniu moze przebywac tylko jedna czastka. Tak wiec materiale
czastki ptynu, ktére w pewien sposob zostaly wyréznione w chwili poczatkowej beda roz-
réznialne podczas catego ruchu.

Zalozenie o istnienieniu odwrotnego, rozniczkowalnego odwzorowania (2)wymaga aby Ja-
kobian odwzorowania (1)

[ aél(a,t) 8<I>1(a,t) 8@1(0(,15) T

8041 8042 80&3
J = det 8(1)2(a7 t) a®2(a7 t) 8@2(0[, t) (3)

8041 8042 8043

8(1)3(a,t) 8(1)3(a,t) 8@3(a,t)
L 8041 8042 8043
byl r6zny od zera. Bedziemy przyjmowac ,ze :

0<J<o0. (4)

Macierz wystepujaca pod operacja wyznacznika (macierz Jakobiego J) nazywaé¢ bedziemy
gradientem deformacji, J = V®. Gradient deformacji dostarcza lokalnej informacji na te-
mat samej deformacji. Rozumie sie przez to fakt, ze dla dowolnej czastki a € €}y deformajce
® mozna roztozy¢ w szereg Taylora wzgledem ayg € Qg

P(a) =P(ag) + VP(ax — o) +O(\a—a0\2) (5)

Tak wiec gradient deformacji opisuje liniowa zmiane deformacji ®(a) — ®(ag) = V®h +
O (|h|?) przy czym h = a — a.

W badaniach nad ruchem osrodka ciaglego spotykamy sie z polami (np. polem pred-
kosci, cisnienia) okreslonych na konfiguracji biezacej §2; ktorej punkty sa opisane zmienng
x. Poniewaz jednak x = ®(a,t) dowolna funkcja x € Q; moze by¢ wyrazona jako funk-
cja a € €. Podobnie mozna spotka¢ pola okreslone na konfiguracji referencyjnej, ktorej
punkty opisane sa zmiennymi a. Istnieje odwzorowania odwrotnego a = ®~!(x) pozwala
dowolng funkcje od e wyrazié¢ jako funkcje x € €.

Opis ruchu przy pomocy zmiennych (e, t) nazywa sie opisem w zmiennych materialnych
lub tez opisem w zmiennych Lagrange’a. Opis ruchu z uzyciem zmiennych przestrzennych
(x,t) nazywa sie opisem w zmiennych Eulera.
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Pola predko$é¢ i przyspieszenia

2.2 Pola predkos$é i przyspieszenia
Predkos¢ i vy, 1 przyspieszenie aj, w zmiennych Lagrange’a wyrazaja sie jako:
0®(a,t) 0*°®(av,t)
= - 6
VL ot ar 12 (6)

W opisie Eulera ruchu plynu skupiamy si¢ na zaleznogci parametréw ptynu w ustalonym
punkcie przestrzeni x i chwili czasu ¢, i naogo6t nie interesuje nas historia ruchu czastki.
Badamy na przyktad pole predkosci v(x,t), ci$nienia p(x,t), gestosci p(x,t) w ustalonym
punkcie przestrzeni. Jezeli pole predkosci v(x,t) jest znane to pozwala to, przynajmniej
teoretycznie, wyznaczy¢ odwzorowanie przeptywowe x = ®(a,t) poprzez rozwiazanie za-

gadnienia poczatkowego
dx
a V(X7 t)
{ x(0) =« (™)

Tak wiec odwzorowana ®(a,t) jest krzywa catkows rownania rozniczkowego (7).
Na mocy twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania réwnania rézniczkowego

\
Y

. —
L

T

b (01)

Rysunek 3: Trajektoria czastki jest krzywa catkowa rownania rézniczkowego (7)

(7) wynika, ze dla t > s > 0 zachodzi

x(t+s) = ®(a,t + s) = D(x(s),t) (8)
®(a,0) = a (9)

gdzie x(s) = ®(, ).

Pole predkosci v(x,t) oznacza predko$c czastki w czasie t, ktora w chwili poczatkowej
znajdowala sie w potozeniu a. Jak to powiedziano juz wyzej, dysponujac odwzorowaniem
przeptywowym (ruchem) ®(a,t) dowolna wielkos¢ fizyczng zadana w zmiennych Eulera
f(x,t), mozna wyrazi¢ w zmiennych Lagrange’a:

f(X,t) = f((I’(a’t)’t) = F(a’t) (10)

Pochodna wzgledem czasu funkcji f(x,¢) na mocy twierdzenia o rézniczkowaniu funkcji
zlozonej wyraza sie nastepujaco:

df(x,t) _ 0f <~ [ Of O
“o L)

dt (%cz ot

(11)

Matematyczne wprowadzenie do mechaniki ptynow 5



Pola predko$¢ i przyspieszenia

trajekiorja czqsiki

czas i,
J

czast,

Rysunek 4: Rozne potozenia objetosci materialnej €2 podczas ruchu: 2y oznacza potozenie
zbioru ) w chwili poczatkowej ¢t = 0,€2; oznacza konfiguracje w chwili t. Konfiguracja to
moze by¢ osiagnieta jak zlozenie Qp, = ®4,_¢, (B4, (Q0))

gdzie x; = ®;(z1,x2,23,t). Poniewaz v; = 85121' wiec wzor (11) na pochodng funkcji f

wzgledem czasu przyjmuje postac:

)

df Of <~ of 9f
E_E+;vza _EJFV-W (12)

Pochodna % nazywa sie pochodng lokalng funkcji f natomiast czton v-V f opisuje szybkosé
zmian wielkosci f wzdtuz trajektorii x = ®(a,t) nazywamy pochodna konwekcyjng. Tak
wiec rozniczkowa zmiana funkcji f podczas ruchu ma dwa sktadniki: lokalny df |;or = %dt
oraz konwekeyjuny df |kony = %ds gdzie ds = |dx| jest elementem trajektorii a pochodna %
jest pochodng kierunkowsg w kierunku s. Wektor s pokrywa sie z kierunkiem pola predkosci,
a wiec

df v

—ds=—-Vflvldt =v-Vfdt.
ds [v|

Dalej, aby uprosci¢ zapis i kazdorazowo nie pisa¢ znaku sumy, bedziemy wykorzystywaé
konwencje sumacyjng: jezeli w wyrazeniu wystepuje czton, w ktérym zmienne maja ten
sam indeks wystepuje powtarzajacy sie indeks (we wzorze 11 indeks ) to nalezy rozmiec,
ze czton ten stoi pod znakiem sumy i sumowanie przebiega od ¢ =1 do ¢ = 3.

Sktadowa i-ta przyspieszenia w zmiennych Eulera wyraza sie nastepujaco:

dvi(x,t)  Ov; = Ov; o ov; '
& o +&Ejv] =5 +Vu; - v (13)

6 Henryk Kudela



Pochodna Jakobianu

W zapisie wektorowym wzor (13) przedstawia sie nastepujaco:

dv(x,t) Ov

A v 14

” 5 TV V)V (14)

Gradient z pola predkosci v = (v1(x1,x2,x3),v2(x1, 22, x3),v3(x1, T — 2,23)) wyraza sie
jako macierz dziesiecio elementowa

[ Oui Ou Ou ]
Odr1 0Oxo Ox
av; 81); 81}2
Vv=| —=2 —<= = (15)
611)1 8:172 8:173
Ovs Dvy - Ovg
L axl 8%2 8%3 _

i bedzie odgrywata bardzo wazna role w opisie deformacji elementu objetosci ptynu i na-
prezen wystepujacych w ptynie.

2.3 Pochodna Jakobianu

W dalszym wyktadzie okaze si¢ niezwykle pozyteczny wzor Eulera na pochodna Jakobianu
wzgledem czasu. Mowi sie, ze pole okreslone przez Jakobian J(a,t) = det |V®(a,t)]
(patrz (3)) jest miara objetosciowego naprezenia spowodowang przez deformacje ® (o, t) w
chwili ¢ i punkcie a.

Rozwazmy otoczenie punktu a o promieniu ¢, a € . Otoczenie to deformacja ®(a,t)
przeprowadza w otoczenie punktu x € ;. Tak wiec

O ={x=®(a,t),a € Q}

Naprezeniem objetosciowym w punkcie o nazywa sie wzgledna zmiane ksztaltu pomie-
dzy Q; 1 Qp gdy promienn ¢ — 0. Tak wiec naprezenie objetosciowe wigze si¢ lokalnym
rozcigganiem objetosci materialnej pod wplywem deformacji ®. Przypomnijmy z analizy
matematycznej wzoér na zamiane zmiennych w calce objetosciowe;j:

Lemat 2.1. Niech ¢ bedzie dowolnym polem sklarnym w zmiennych materialnych na zbio-
rze zbiorze By, ktdrego podzbiorem jest Qy, Qy € By oraz Qp = ®4(Qp). Wiedy zachodzi
rownosé

@(X, t)dvm = (;5((1, t) |J| dvg, (16)
Q¢ Qo

Oznaczmy kule o promieniu € w zbiorze € jako ., ktora jest obrazem kuli Q.
znajdujacej sie w chwili poczatkowej w punkcie o, Q. = ®4(Qe ). Na mocy zalozenia
o regularnosci Jakobianu J(a,t) mozemy Jakobian w otoczeniu punktu og rozwina¢ w
szereg Taylora

J(a,t) = J(ap,t) + 0(e) (17)

Tak wiec objetosc kuli €, ; wyraza si¢ nastepujaco:

fuol(Qa,t):/ dvx:/ || dvg =
Q¢ Qo

(18)
_ /Q T (0, 1) + 0(2)| dve = (T, £) + 0(£)) v0l(Qe o)

Matematyczne wprowadzenie do mechaniki ptynow 7



Pochodna Jakobianu

Dzielac stronami we wzorze (??) przez vol(§e ) i przechodzac do granicy € — 0 otrzymu-
jemy

J(oxo, 1) = lim 22 Ee)

1
e—0 UOl(Qg,o) ( 9)

Tak wiec, warto$¢ Jakobianu J(a,t) wyraza iloraz zdeformowanej objetosci vol(€2;) pod
dziataniem deformacji ®; do objetosci niezdeformowanej vol(€y) w punkcie ag € Qp. Gdy
J(o,t) > 1 oznacza, ze objeto$¢ materialna otoczenia vol(€). ;) rosnie i wtedy zachodzi
rozcigganie materiatu, jezeli natomiast J(a,t) < 1 to material podlega kompresji. Gdy
J(a,t) =1 to objetos¢ materialna w poblizu punktu a bedzie sie zachowywaé. Moze ona
ulega¢ rozcigganiu w jednym kierunku i podlega¢ kompresji w innym, ale jego catkowita
objeto$¢ nie ulega zmianie.

Udowodnimy teraz wzér Eulera na rozniczkowanie Jakobianu wzgledem czasu.

Lemat 2.2.

0J (e, t)
ot

= J(a, t)div v(x,1t) (20)

Dow6d. Dla zachowania prostoty i przejrzystosci rachunkéw dowod zostanie przedsta-
wiony dla ruchu dwu wymiarowego. Dowdd dla ruchu tr6j wymiarowego przebiega doktad-

nie tak samo. Niech ®(x,t) = (P (z1,x2,t), Pa(21,22,t) oraz z; = ®1(x1,xe,t). Wiemy,
ze u; = W wyraza predkos¢ w punkcie (z1,x2) czastki, ktora w chwili poczatkowej
byta w punkcie oy, ag. Z definicji pochodnej mamy

0F _ . Jlant+h) = ()

Dt ho h ) (21)
Wyrazenie dla J(t + h) jest nastepujace:
0P (t+h) O0Pi(t+h)
_ oo foJe}
JE+R) =1 0a,(t + h)  0Ba(t + 1) (22)
8041 8&2
Funkcje %jjh) mozna rozwinaé w szereg Taylora woko6t punktu ¢
Oi(t+h)  0Di(t)  O*Py(t) )
da; " oa, T aae O (23)
Wstawiajac (23) do wyrazenia (22) otrzymujemy:
2 2
J(t + h) — 60&1 62041825 60&2 62042615 (24)
00a(1) | PoD) | o O0olD) | BalD) gy
60&1 60&2825 60&2 aagat

Teraz skorzystamy z faktu, ze wyznacznik jest funkcja wielo liniowa swoich wierszy. Jezeli
wiec w; oznacza i-ty wiersz macierzy, ktorej wyznacznik oznaczymy jako det(wq,ws) to

det(w1 +hay, we+has) = det(wy, wa)+h (det(ar, wa) + det(wy, az)) + hdet(ay, az)) (25)

8 Henryk Kudela



Pochodna Jakobianu

Tak wiec wyrazenie (24) mozna przeksztatci¢ do postaci

82q)1(7f) 82q)1(7f) 8<I>1(t) 8<I>1(t)

_ O Ot OOt Oaq Oay 2
JE+h) =T +0 5810 002t) | | sansy  020a(n)|) TOH) (26)

day day 920,10t Jay Ot

. . . .. .. . .02
Dalej wykorzystamy fakt,ze mozna zamienic kolejnos¢ rézniczkowania w wyrazeniu %,
J

pamietajac, ze u; = ag;i oraz x; = P;(a1,az). Stad otrzymujemy

62q)i(l‘1,l‘2) o 8’01'(:171,1132) - 6%(:1:1,:1:2) 8:171 + 6%(3)1,3)2) 63)2

= — 27
80@'825 801]' 8:171 801]' 63)2 aaj ( )
Dalej, aby uprosci¢ nieco zapis zostang uzyte oznaczenia 37“2_ = v;; oraz gz; = ®;;. Z
uzyciem zapisu indeksowego wyrazenie (27) przedstawia sie nastepujaco
82(1)' I1,x2
Folon,z) Uij = i1 P15+ Ui 2P (28)

804]- ot

Wykorzystujac zaleznosé (28) i wstawiajac do pierwszego wiersza pierwszego wyznacz-
nika w nawiasie (przed przyrostem h) otrzymujemy

0%®(t) 0?®4(t)
D10t  Oandt | _ |[v11P11 +v12P12 v11Pr2 4+ v1,2Po2

0Po(t)  OPa(t) | s 1 @9
80[1 60&2
D11 Do Dy1 Poo
— ) 5 5 ) — J
411 ®y1 Do 1.2 Doy Do 1.1

Powtarzajac obliczenia dla drugiego wyznacznika w nawisie otrzymujemy

0Dy(t)  0Pa(t)

8&1 8&2 —
02D,(t) 920y (t)| ~ V22

Oa Ot Oa Ot

A wiec ostatecznie

du, 9
J(t+h) = J(t) + hJ(a—;i + 8—;’;) +O(h?) = J + hJdiv V], giay + OR)  (29)

Po wstawieniu tego wyrazenia do wzoru (21) otrzymujemy teze lematu (20). m
Przyklad 1. Ruch zadany jest nastepujgcym odwzorowaniem
bt, T = (I)Q(Oﬂ,t) = OéQEbt, I3 = <I>1(a,t) = Q3 6_2bt (30)

1 = <I>1(a,t) = (1€

1. Obliczy¢ jakobian deformacji. Rozstrzygnaé, czy ruch bedzie zachowywat objetosé.

Matematyczne wprowadzenie do mechaniki ptynow 9



Pochodna Jakobianu

2. Obliczy¢ predkos¢ i przyspieszenie w zmiennych Lagrange’a (materialnych) oraz w
zmiennych przestrzennych (Eulera).

3. Wyznaczyc trajektorie czastek oraz linie prgdu z obliczonego w pkt.2 pola predkosci w
zmiennych Eulera

Rozwigzanie.

1. Jakobian odwzorowania opisujgcego ruch ma pstaé:

i 8(1)1(a,t) 8(1)1(a,t) 8@1(a,t) ]
day Oag Oas bt 0 0
J = det 8(1)2(a,t) 8(1)2(a,t) 8@2(a,t) 0 ebt 0 —1 (31)
8041 8042 8&3 0 0 —2bt
8(1)3(a,t) 8(1)3(a,t) 8@3(a,t) €
L 60&1 60&2 80&3 J

J =1 %# 0 oznacza, Ze transformacja opisujgca ruch zadana jest prawidtowo. Istnieje
odwzorowanie odwrotne, ktore ma postaé:
o = x3e? (32)

o] = xle_bt, Qg = xge_bt,

Przeptyw ® bedzie zachowywat objetosé.
2. Pole predkosct w zmiennych Lagrange’a wyrazg sie nastepujgco:

6@3
= ba b = — t =
1€, VL, 9t

= bage®, — = —2baze 2 (33)

0P,
- ULs = oy

Ul = Ty

Postugujgc sie odwzorowaniem odwrotnym (32) mozna wyeliminowaé z wyrazer (33)
parametry materialne o;. Predko$é w zmiennych przestrzennych (Eulera) wyraza sie

nastepujgco:
v = b:El, Vo = b:l?g, V3 = —2b$3 (34)
Przyspieszenie w zmiennych Lagrange’a wyrazajg wzory:
0’®
ap, = aTZ‘l =b2are’,  ap, = bPage’,  ap, = WPaze” (35)

Eliminujgc z wyrazen (35) przy pomocy odwzorowania odwrotnego (32) otrzymujemy
przyspieszenie w zmiennych przestrzennych:

a] = bzl‘l, a9 = b2l‘2, az — 4b2l‘3 (36)

Poniewaz znamy juz pole predkosci w zmiennych Eulera (34) przyspieszenie w tych
zmiennych mozemy wyznaczyé ze wzoru na pochodng substancjalng (13)

0
al—ﬂ—i-Vvl-v:b%l,

== ag = 4b%x3 (37)

as = b2x2,
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3 TWIERDZENIE TRANSPORTOWE

2.4 Zadania
Zad.1. Zadany jest ruch x = ®(a, t):

11 = @ (a,t) = are + as, xo = P, t) = g, x3 = P1(a,t) = ag — tag (38)
1. Przedstawi¢ ruchu w postaci macierzowej x = Aa. Wyznaczy¢ Jakobian odwzorowania
2. Pokaza¢, ze odwrotne o = ®~1(x) zadane jest nastepujacymi wzorami
t
ay = 90;_:;37 Q2 = T2, oz = 7“6; i thB (39)
3. Sprawdzi¢ jze ® (271 (x,1)) = x.
4. Wyznaczy¢ pole predkosci w zmiennych Lagrange’a vy, (e, t) oraz pole predkosci w zmiennych

Eulera v(x,t).

Zad.2. Niech w przestrzeni E® zadane beda dwa pola skalarne p(«, t) oraz T'(x, t) ktore okreslone
sa w zmiennych Lagrange’a i przestrzennych za pomoca wzoréow

pla) =aq + 1, T(x,t)=x1+t (40)
Korzystajac z przeptywu ® podanego w zadaniu 1 wyznaczy¢:
1. przestrzenny opis pola p(x,t)
2. opis pola w zmiennych materialnych dla pola T'(c, t)

3. pochodng substancjalna pola T'(x, t)

3 Twierdzenie transportowe

W praktyce czesto zachodzi konieczno$é obliczenia pochodnej wzgledem czasu z calki wielkosci
f(x,t) okreslonej na unoszonej (transportowanej) przez przeptyw ® objetosci: Q(t) = ®(2(0)).
Jezeli f(x,t) jest ciagla i rozniczkowalna funkcja na Q; to funkcja

Q) = &

= — f(x,t)dv

jest funkcjg rowniez rézniczkowalng. Obliczenie pochodnej % napotyka pewne trudnosci, wy-
nikajace z faktu, ze obszar calkowania jest zalezny od czasu. Aby dokonaé tego rozniczkowania
wykorzystuje sie odwzorowanie przeptywowe 1). Dokonuje sie zamiany catkowania po ruchomym

obszarze na catlkowanie catkowanie po obszarze referencyjnym, niezaleznym od czasu (patrz (16).

Twierdzenie 3.1. . Niech bedzie zadany ruch ®(a,t) z polem predkosci v(x,t) wtedy

d df
— f(x,t)dv, = / <— + fdivv> dvg 41
dt Jo (1) o) \dt (1)

Dowod. Dokonamy zamiany zmiennej przy pomocy odwzorowania przeptywowego ®, a nastepnie
skorzystamy ze wzoru Eulera na pochodng jakobianu (19). Stqd

4 f(x,t)dv = 4 f(®(a, 1) (t, )dv, =

dt /g, . dt Jo,
/QO ((% +Vf-V)J+deiVV) dvg = /Q (% +fdiVV> dv,  (42)

Matematyczne wprowadzenie do mechaniki ptynow 11



3 TWIERDZENIE TRANSPORTOWE

Wzor (41) mozna zapisaé nieco inaczej. A mianowicie, atwo sprawdzié, ze dla dowolnej funkcji
skalarnej f i wektora v zachodzi nastepujgca rownosé:

|div (fv) = Vf-v+ fdivv| (43)

Korzystajac z tozsamosci (43), wyrazenie podcatkowe po prawej stronie wzoru (41) mozna zapisaé

jako
df of
s + fdivv = g +div (fv)

Nastepnie wykorzystujac twierdzenie Gaussa—Ostrogradzkiego mozna zapisaé¢ twierdzenie trans-

portowe w postaci:
d / af
— fx,tdvz:/ —dvz+/fv~ndS 44
dt Jagw (1) o) Ot s (44)

Wzor (44) nosi nazwe wzoru Leibniza. Jego jednowymiarowa wersja, dotyczaca roézniczkowania
calki,w ktorej granice jak i funkcja podcatkowa zalezy od parametru ¢t ma postac:

d b“ d
il d:c—/ atd +—f(b - 5 fa) (45)

Pochodna db/dt = u(b), natomiast da/dt = u(a). Rownanie (45) mozna zapisaé jako

d [

b
4 f(:v,t)d:c:/ gd:c—i-u(b) Fb ) = u(a) f(a,t) =

vof +/ 8(Uf)dx:/ (af Olu f))dx_/ (df+f )
o Ot o Oz o \ Ot Ox a

Wzor (46) stanowi jedno wymiarowy odpowiednik wzorow (41) i (44).

Wzor (44) znajduje w praktyce liczne zastosowania wiec warto po$wieci¢ mu nieco wiecej uwagi.
We wzorze (41) przyjmuje sie, ze objetosc cieczy (t), po ktorej catkujemy skltada sie ciagle z tych
samych czastek. Brzeg 00 dzieli obszar przeplywu na wewnetrzny, to znaczy na czastki zawarte
wewnatrz () oraz zewnetrzny w stosunku objetosci ). Ze wzgledu na odwracalno$¢ odwzorowania
przeptywowego brzeg obszaru 02 zbudowany jest réwniez zawsze z tych samych czastek. Taky wy-
odrebniona objetos¢ nazywamy uktadem zamknietym (odizolowanym) lub objeto$cia materialnag.
W zastosowaniach praktycznych wygodnie jest do rozwazan wprowadzi¢ objeto$é kontrolng, ktora
nazywana jest tez uktadem otwartym. Zmieniajacy swoje polozenie uktad zamkniety dla wybranej
chwili, t = ¢y pokrywa sie z objetoscia kontrolng. Predko§é czastek na powierzchni ograniczaja-
cej objeto$¢ kontrolnag réwna sie, w tej wybranej chwili, predkosci czastek uktadu zamknietego.
Twierdzenie transportowe dla objetosci kontrolnej przyjmuje postac:

d 0

o7 S f(x,t)dv = at /), f(x, t)dv + /s fv-ndS (47)

Interpretacja fizyczna twierdzenia transportowego jest nastepujaca: Szybkosé zmiany wielkosci f w
objetosci kontrolnej odpowiada sumie chwilowej szybkosci zmiany f w tej objetosci oraz strumienia
f przez powierzchnie S ograniczajaca objeto$é kontrolna.
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3 TWIERDZENIE TRANSPORTOWE

Uktad (objeto$¢ materialna) i
objeto$¢ kontrolna
w chwili t, Uktad w chwil t,+At

Uktad w chwil t -At

Rysunek 5: Potozenie ukladu zamknietego wzgledem objetos¢ kontrolnej w réznych chwi-
lach tg — At,tg oraz ty + At. Objetos¢ uktadu zamknietego pokrywa sie w chwili ¢g z
objetoscia kontrolng.
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