Wyktad 0

Wprowadzenie do rachunku wektorowego

Henryk Kudela

Spis tresci
1 Przestrzen euklidesowa - wektor polozenia

2 Tensory rzedu drugiego

2.1 Reprezentacja tensora rzedu drugiego w prostokatnym uktadzie kartezjanskim
2.2 Przykltady tensoréw rzedu drugiego . . . . . . . . . ..o L.

3 Liniowa przestrzen wektorowa

4 Operacje rozniczkowe na polach skalarnych i wektorowych

4.1 Gradient funkcji . . . ..o
4.2 Operator dywergencji . . . . . . . . . . ..
4.3 Operator rotacji . . . . . . . . ..
4.4 Interpretacja kinematyczna wirowosci . . . . . . . .. ...
4.5 Cyrkulacja pola predkosci i twierdzenie Stokes™a . . . . . . . . . . ... ..

5 Wybrane zaleznos$ci zachodzace pomiedzy operatorami grad, div,rot.
5.1 Laplasian . . . . . . . .
5.2 Roéwnanie Laplace’a . . . . . . . . Lo o
5.3 Wzory catkowe Greena . . . . . . . . ... L oo

5.3.1 Twierdzenie o reprezentacji . . . . . . .. ...
5.4 Wtasnodci funkcji harmonicznych . . . . . ... ..o o000

(Chapter head:)Wybrane zagadnienia z rachunku wektorowego

1 Przestrzen euklidesowa - wektor polozenia
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Do opisu polozenia punktu w przestrzeni, bedziemy wykorzystywali kartezjanski uktad
wspotrzednych [?] (er, ez, e3), gdzie e; oznaczaja wektory jednostkowe skierowane odpo-
wiednio w kierunku osi ¢ = 1,2,3. Zwyczajowo osie uklady wspolrzednych nazywane sa
osiami (z,y, z). Oznaczanie jednak osi indeksami ulatwia zapis algebraiczny dziatari na



1 PRZESTRZEN EUKLIDESOWA - WEKTOR POLOZENIA
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Rysunek 1: Wektor x w kartezjanskim ukladzie wspolrzednych z zaznaczonymi katami miedzy
osiami wspoétrzednych

wektorach i ich uogo6lnienie na wieksza liczbe wymiaréw. Wspotrzedne wektora x wyrazaja
sie przez cosinusy kierunkowe nastepujaco:

x1 = |x]| cos a, x9 = |x]| cos 3, x9 = |x|cosy (1)

Wektor x, z uzyciem wektoréw bazowych mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowg liczb
(skalarow) 1 wektorow bazowych:

x = x1€1 + xo€e2 + x3€3 (2)

Wygodnie jest uwolni¢ si¢ reprezentacji wektora w postaci strzatki i jego zwiazku
z ukladem wspoétrzednych. Wektor x mozna utozsamia¢ z uporzadkowana trojka liczb
x = (21, x2,x3).
Zbior wszystkich uporzadkowanych ciagow trzech (lub dwoch) liczb nazwa sie (wektorowa)
przestrzenia euklidesowa. Te trojke liczb bedziemy nazywaé wektorem lub punktem prze-
strzeni euklidesowej. Elementy tej przestrzeni spetniaja pewne formalne wtasnosci.
Elementem zerowym przestrzeni euklidesowej jest poczatek uktadu wspoélrzednych tzn.
wektor, ktorego wszystkie wspolrzedne sa rowne zero. W przestrzeni euklidesowej karte-
zjanskiej okreslone sa dzialania dodawania i mnozenia przez liczbe rzeczywista a:

x+y = (1 +y1, 22+ y2, 73+ y3), ax = (axy,axy, ars) (3)

Wprowadza si¢ iloczyn skalarny dwoch wektorow:

3
X-y =Y iy (4)
k=1

Przy pomocy iloczynu skalarnego mozna zdefiniowa¢ norme (dlugosé¢) wektora:

3\
= (Z x?) (5)
1

Przy pomocy iloczynu skalarnego mozna takze mierzy¢ kat miedzy dwoma wektorami.

[NIES

x| = (x %)

(x,y) = [x|y|cos ¢ (6)
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1 PRZESTRZEN EUKLIDESOWA - WEKTOR POLOZENIA

Definicja 1.1. Mowimy, zZe dwa wektory sq¢ do siebie ortogonalne gdy ich tloczyn skalarny
jest rowny zeru (x,y) = 0.

Powyzszy fakt wykorzystuje sie¢ do okreslenia wspotrzednych wektora x w ortogonal-
nym uktadzie wspolrzednych e;. Mianowicie z; = x - €;
Iloczyn skalarny wektora x przez wektor jednostkowy n odpowiada projekcji wektora x na
kierunek n.
Wartos¢ iloczynu skalarnego wektoréw bazowych wygodnie jest zapisa¢ przy pomocy sym-

bolu delty Kronekera
g

gdzie symbol d;; definiuje si¢ nastepujaco:
1 jezeli ¢ = j,
dij = ymen = (8)
0 jezelii # j.

Dalej, aby uproscié¢ zapis i kazdorazowo nie pisa¢ znaku sumy, bedziemy wykorzystywaé
konwencje sumacyjna: jezeli w czlonie wystepuje powtarzajacy sie indeks (we wzorze 4
indeks ¢) to czton podlega sumowaniu od i =1do ¢ =3 (lub i =2). W wiec x -y = z;¥;.
Dowodzi sie nastepujacego twierdzenia [7]:

Twierdzenie 1.1. Niech ,x,y,z € R3 i niech a bedzie liczbg rzeczywistg. Wtedy

1. |z| > 0;

2. |z| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0;
3. |ax| = |al|x|;

4 x-yl < Xllyl;

5. [x+yl < x|+ lyl;

6. x—z|<[x—y|l+|y -2

Jednym z podstawowych poje¢ wykorzystywanych w fizyce, a w szczegélnosci w me-
chanice osrodka cigglego i mechanice pltynéw jest pojecie pola. Postugujemy sie polem
skalarnym, wektorowym, tensorowym. Dla wygody definiujemy i uéci§lany obecnie pewne
dobrze znane definicje i okreslimy pewny operacje, ktore dokonywane sa na tych polach.

Definicja 1.2. Polem skalarnym nazywamy funkcje f ktora kazdemu punktowi x,y, z
pewnego obszaru przyporzgdkowuje liczbe.

Polem skalarnym jest wiec funkcja rzeczywista. Przyktadami fizycznymi p6l skalarnych
sy rozklady temperatury, gestosci materii, cisnienia. Wartos¢ funkcji skalarnej zachowuje
swoja wartos¢ przy zamianie wspotrzednych 1, z9, x3 na 2}, 24, 2% przez dokonanie obrotu
uktadu wspotrzednych.

f(@1, 22, 23) :f(‘/pllv$l2’xé) (9)

Innym, fundamentalnym polem dla mechaniki jest pole wektorowe. Tradycyjnie wek-
tor rozumie sie wielkos¢ fizyczna, ktora posiada "wielkosé, kierunek i zwrot". Wielkosci
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2 TENSORY RZEDU DRUGIEGO
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Rysunek 2: Przyktadowy obraz pola wektorowego predkosci. Wielkos¢ strzatek jest proporcjonalna
do modutu wektora predkosci

te obrazuje sie przy pomocy strzalek -odcinkéw, ktorych dltugo$é proporcjonalna jest do
wielkosci wektora z odpowiednio skierowanym grotem strzatki.

Definicja 1.3. Polem wektorowym nazywamy funkcje, ktéra kazdemu punktow: w usta-
lonym obszarze przestrzeni przypisuje wektor.

Przyktadowo na plaszczyznie x1,xs pole wektorowe v opisane jest przez dwie funkcje
rzeczywiste u(z,y) i v(z,y), ktore w zapisie kartezjanskim ma postac:

V(l‘,y) = u($7y)el +’U($7y)e2 (10)

2 Tensory rzedu drugiego

W mechanice do opisu zjawisk, oprocz funkeji skalarnych i wektorowych zmuszeni jestesmy
postugiwac sie rowniez obiektami nazwanymi tensorami. Szczegélnie beda nam potrzebne
tensory rzedu drugiego. Jezeli wektor przedstawiamy jako uporzadkowana trojke liczb to
tensor rzedu drugiego w ogdlnym przypadku wymaga dziewieciu. W naszym wyktadzie z
tensorem rzedu drugiego spotkamy sie przy opisie deformacji elemetéw plynu i naprezen.
Dla dalszych celéw przez tensor bedziemy rozumieli liniowa funkcje wektorowa T, ktora
kazdemu wektorowi a przypisuje rowniez wektor Ta = b. Liniowa funkcja wektorowa
nazywana tensorem spelnia warunki:

1. T(a+b) = Ta+ Tb dla wszystkich wektoréow a,b € E?
2. T(ca) = aTa dla o € R oraz a € E3

Dwa tensory S i T uwazamy za rowne jezeli S a = T a dla wszystkich wektorow a €
E3. Definiuje sie tensor identycznosciowy I oraz tensor zerowy O. Tensor jednostkowy
pozostawia wektor a niezmieniony Ia = a natomiast Oa = 0 dla kazdego a € E3.Zbior
wszystkich tensoréw rzedu drugiego tworzy przestrzeni liniowg L.
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Reprezentacja tensora rzedu drugiego w prostokatnym uktadzie kartezjariskim

2.1 Reprezentacja tensora rzedu drugiego w prostokatnym uktadzie kar-
tezjanskim

Rozpatrzmy sktadowe wektora b jako efekt dziatania tensora T na wektor a = a;e; czyli
b = Ta. Sktadowe b; wektora b obliczamy jako b; = e; - b. Stad otrzymujemy

bi=e;-b=-¢;- Ta=¢; T(are; + azes + azes)

(11)

= aye; - Te; + ase; - Tes + age; - Tey
Wspolrzedne tensora definiuje sie jako
T’ij = €; - Tej (12)

Z réwnania (11) widac, ze i — ta sktadowa wektora b = Ta jest kombinacja liniows (suma)
sktadowych tensora T i wspohrzednych a; wektora a

bi = Tijaj (13)
Tak wigc wspotrzedne tensora T;; sg wspotczynnikami liniowej relacji pomiedzy sktadowymi

wektora a i wektora b. Zwykle przedstawia sie je w postaci macierzy wspotczynnikow [T
wzgledem uktadu wektorow bazowych (eq, ez, es)

T T2 Tis
[T]= (T2 To T3 (14)
T31 132 33

Dziatanie tensora T mozna przedstawi¢ w zapisie macierzowym

by Ty Tz Tiz| |aq
bo| = [To1 Toa Toz| |a2 (15)
b3 T31 T3 T33| |as

Transpozycja macierzy [T] oznaczana jako [T]7 a jego wspotrzedne wyrazaja sie przez

wspolczynniki macierzy T;; [T]Tij = [T];i. Tak jak sktadowe wektora zaleza od przyjetego
uktadu wspoétrzednych, tak réwniez sktadowe tensora beda zaleze¢ od przyjetego uktadu
wspolrzednych. Reprezentacja macierzowa tensora pozwala traktowaé kolumny macierzy

jako wektory, ktore sg obrazami wektoréw bazowych e;. Przyktadowo dla wektora e; mamy
Tey =Tiier +Toex + Ts1e3 = Tjr1ej (16)
a wiec, uogoélniajac wynik z rownania (16)
Te; = Tje; (17)
Reprezentacje macierzowa tensora T mozna wiec przedstawi¢ nastepujaco

[T] = ([Te1], [Tey), [Tes)) (18)
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Przyktady tensoréw rzedu drugiego

Rysunek 3: Obrot wektora v o zadany kat 6.

2.2 Przyklady tensoréw rzedu drugiego

1. Obrét wektora u o zadany kat 6. Dzialanie prowadzace do obrotu wektora u o
zadany kat § mozna wyrazi¢ przez tensor rzedu drugiego Q (rys. W szczegolnosci dla
bazy e; may

Qe = cosfe; + sin feo, Qe = cos fey — sin feq, Qesz = €3 (19)
Macierz tensora obrotu ma postac:

cos@ —sinf 0
[Q] = |sin® cosf O (20)
0 0 1

2. Tensor identyczno$ciowy. Liniowa transformacja, ktéra nie zmienia wektora na-
zywa sie tensorem idetycznosciowym i oznaczana jest przez I. Mamy Ia = a, a wiec
w szczegolnosci Ie; = e;. Skladowe tensora identycznosciowego maja postac

I,’j =€; - Iej = €; - ej = 52']‘ (21)

a macierz wspotrzednych ma postaci macierzy jednostkowej

1] = (22)

OO =
O = O
_ o O

3. Tensor rzutowania. Dzialania majace na celu rzutowania wektora v na zadany
kierunek wyznaczony jednostkowym wektorem s mozna przedstawi¢ przy pomocy

tensora P (rys.
Pv=(v-s)s (23)

4. Tensor zwierciadlanego odbicie wektora. Przeksztalcenie wektora v prowadzace
do jego odbicia zwierciadlanego wzgledem ustalonej ptaszczyznyna przyktad wzgle-
dem ptaszczyzny do ktorej wektor e; jest prostopadly mozna wyrazi¢ przez tensor
rzedu drugiego nastepujaco:

Z(v)=v—2(v-ej)e; (24)
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3 LINIOWA PRZESTRZEN WEKTOROWA

Rysunek 4: Rzutowanie wektora s na kierunek wektora s.

Zwr6ocmy uwage,ze druga czes¢é wyrazenia po prawej stronie przedstawia rzutowanie
wektora v na kierunek e;. Nowy wektor ma wspotrzedne Z(v) = (—v1,v92,v3) a
macierz wspolrzednych dla tego tensora jak latwo wyznaczy¢ z zaleznosci e;Z(e;) =
Z;j ma postac:

00
10 (25)
0 1

Zv)

Rysunek 5: Przeksztalcenie wektora v w jego odbicie zwierciadlane.

Przyktad 1. Ciato sztywne obraca sie o 90° wzgledem osi prostopadtej do ptaszczyzny
rysunku (wzgledem osi e3. Wyznaczyé macierz reprezentujgceq ten obrot.
Rozwigzanzie.

3 Liniowa przestrzen wektorowa

Powyzsze wtasnosci przestrzeni euklidesowej okazalty sie niezwykle przydatne w badaniu
innych obiektéw matematycznych i zdefiniowaniu abstrakcyjnej liniowej przestrzeni wek-
torowej.

Definicja 3.1. Przestrzenig wektorowa F nazywamy zbidr elementéw (wektorow) dla kto-
rych spetnione sq¢ nastepujace aksjomaty:

1. Dla kazdej pary wektoréw u,v € F, suma wektorow u+v € [, ( tzn. przestrzen F
jest domknicta na operacje dodawania)

Matematyczne wprowadzenie do mechaniki ptynow 7



4 OPERACJE ROZNICZKOWE NA POLACH SKALARNYCH I
WEKTOROWYCH

2. u+ v =v+u (dodawanie jest przemienne)

3. (u+v)+w=v+(ut+w) (dodawanie jest tgczne)

4. 1istnieje element zerowy, taki ze dla kazdego u € F zachodzi u+ 0 =u

5. Istnieje mnoznik 1 taki ze lu =u

6. dlau,v € F oraz skalaréw « i B zachodzi (a+)u = au+pu oraz a(u+v) = autaou

W dalszym toku wyktadéw najwazniejszym dla nas przyktadem przestrzeni wektorowej
bedzie przestrzen funkcji catkowalnych z kwadratem. Przyktadowo dla funkcji jednej zmien-
nej, zbior wszystkich funkcji, dla dla ktorej istnieje na odcinku [a, b] catka f:f(:n)2 < 0.
Przestrzen te¢ bedziemy oznaczac¢ Lo |?]. Latwo sprawdzi¢, ze spelnione sa aksjomaty prze-
strzeni wektorowe;j.

W przestrzeni Lg iloczyn skalarny definiujemy jako

b
(f.9) = / f(@)g(x)dz (26)

A wiec norma funkcji f(x) na przedziale x € [a,b] w przestrzeni Lo jest

b
| f@) = / f(2)2dx (27)

Podpunkt 4 i 5 twierdzenia 1 przyjmuja posta¢ nier6wnosci [?]:

[ / bf(:c)g(x)d:cr < / b[f(x)Pda;. / b[g(x)]2dx (28)

/ab(f +9)%dr < </ab[f(x)]2da;>% + </ab[g(:c)]2dx>% : (29)

Nier6wnos¢ (28) nazywna sie nieréwnoscia Schwarza, a nieréwnosé (29) nieréwnoscia Min-
kowskiego.

4 Operacje rézniczkowe na polach skalarnych i wektorowych

W rachunku wektorowym niezwykle waznym czynnikiem jest nadawanie formutom lub pra-
wom fizycznym, w ktore uwiklane sg pola wektorowe lub skalarne zwieztych form. Staje
sie to szczegdlne wazne, w zastosowaniach, w ktérych pojawiaja sie funkcje wielu zmien-
nych i postugujemy sie pochodnymi czastkowymi. Aby stworzy¢ matematykom i fizykom
mozliwosci zwartej 1 zwieztej prezentacji twierdzen oraz formutowania pewnych fizycznych
idei w XIX wieku William Roven Hamilton z innymi wprowadzil operatory rézniczkowe
gradientu, dywergencji i rotacji.

8 Henryk Kudela



Gradient funkcji

4.1 Gradient funkcji

W analizie funkcji wielu zmiennych i rachunku wektorowym z gradientem funkcji ¢(z,y, 2)
spotykamy sie przy obliczaniu liniowego przyrostu (zmiany) tej funkcji przy zmianie war-
tosci zmiennych (x1,x2,x3) na (x1 + Az, zo + Axg, x3 + Azs). A mianowicie

dp = ¢(x1 + Azq, 29 + Axg, x3 + Axs) — ¢(x1, 22, 3)
0p 0p 0 0p 09 0¢ (30)
=_—TA ——A —Axrz3=(=—,=—,=—)  (Az1,Azxs, A
8%1 T1+ axg T2t 8%3 3 (8331’ 8%27 8:c3) ( 1, 852, xg)
Wektor utworzony z pochodnych czastkowych funkcji skalarnej nazywany jest gradientem
funkcji

Definicja 4.1. Gradientem funkcji f(x,y, z), ktory bedziemy oznaczaé jako V f lub gradf,
nazywamy wektor

_,Oof of of
Vf= (%’8_31’&) (31)

Gradient funkcji f pojawia sie we wzorze na pochodng kierunkows funkcji. Niech s® =
(cos aq, cos g, cos ai3) bedzie wektorem jednostkowym, opisujacym kierunek prostej I w
przestrzeni R3. Katy «; sa katami nachylenia prostej [ wzgledem osi uktadu e;. Wybierzmy
na prostej [ punkt P(z1, z9,x3) i sasiadujacy z nim punkt P’(zq+t cos oy, xo+t cos ag, x3+
tcos ag).

Rysunek 6: Pochodna kierunkowa - szybkosci zmiany funkcji f w wzdluz prostej, ktorej
kierunek zadany jest wektorem jednostkowym s

Definicja 4.2. Pochodng kierunkowq funkcji ¢ w punkcie x w kierunku wektora jednost-
kowego s° definiujemy jako

FPY = J(P) _ . fOe+15%) = f(x)

|P'—1r£1\—>0 |P' — P| t—0 t

(32)

Matematyczne wprowadzenie do mechaniki ptynow 9



Operator dywergencji

Dowodzi sie nastepujacego twierdzenia [?,7?]:

Twierdzenie 4.1. Zaldzmy, zZe funkcja f(x,y,z) ma ciggle pochodne czgstkowe i niech
kierunek prostej | zadany jest wektorem jednostkowym
5% = (cos(ay), cos(az), cos(as)), gdzie o sa kgtami nachylenia prostej wzgledem osi uktadu.

Pochodna kierunkowa funkcji f(x1,x2,x3) w kierunku prostej | wyrazq sie wzorem

4 _

o= Vf-s® (33)

Zauwazmy, ze pochodna kierunkowa niekoniecznie musimy liczy¢ wzgledem prostej [.
Jezeli zadana jest krzywa, R — R3, c(t) = (z(t),y(t), 2(t)) to pochodna funkcji f(c(t)) =
h(t) wzdtuz krzywej c(t) na mocy twierdzenia o rozniczkowaniu funkcji ztozonej wyraza
sie wzorem |7]

dh Ofdx Ofdy 0Ofdz

T oedt Tayar Tomar = V@) @) (34)

W rachunku wektorowym V przedstawia si¢ rowniez w postaci operatorowej jako

—eg + ie1> (35)
1

4.2 Operator dywergencji

Operator dywergencji bedziemy oznaczaé jako div lub jako operator V z kropka oznacza-
jaca iloczyn skalarny V-.
Niech v bedzie zadanym polem wektorowym v = (vy(z,y, 2),v2(z,y, 2), v3(x, y, 2))

Definicja 4.3. Dywergencjg pola wektorowego v nazywamy funkcje skalarng:

N 8’01 avg 81)3

di = — 4+ — 4 =
vy 8x+8y+82

(36)

Uzywajac konwencji sumacyjnej i oznaczajac zmienne (x,y, z) jako (x1,x2,x3) dywer-
gencje mozna wyrazi¢ nastepujaco
8’UZ'
8$i

divv=V.v= (37)
Inaczej dywergencja wyraza sie jako iloczyn skalarny operatoraV i wektora v. Mozna poku-
si¢ sie od razu o nadanie dywergencji pewnej interpretacji fizycznej. Najpierw wyobrazmy
sobie, ze zadane jest jednowymiarowe pole predkosci v = v(x)e;. Jednowymiarowym od-
powiednikiem wartosci dywergencji dla takiego pola jest warto$¢ pochodnej g—;. Jezeli na
zadanym odcinku [a < x < b] dywergencja fracvdx > 0 to znaczy, ze pltyn bedzie opusz-
czal ten odcinek. Jezeli fracvdr < 0 to znaczy plyn bedzie sie akumulowal na zada-
nym odcinku. W przypadku wielowymiarowym dywergencja jest kombinacja pochodnych
po sktadowych pola wektorowego bedzie wyrazata fizycznie fakt, czy ptyn bedzie wypy-
chany (pltyn bedzie sie rozbiegal lub inaczej podlegal dywergencji) z obszaru kontrolnego

10 Henryk Kudela



Operator dywergencji

divV<0 divV=0 divV>0

Rysunek 7: Schematyczne przedstawienie znaku dywergencji div v

div v > 0) czy tez bedzie si¢ w nim akumulowal w obszarze div v < 0 (rys. 7). Istnieje
zwigzek pomiedzy objetoscia cieczy opuszczajacej obszar ograniczony powierzchnie S a
dywergencja. Aby wydoby¢ pewne bardziej fizyczne wtasnosci dywergencji potozymy sie
metoda powszechnie stosowana w wielu podrecznikach, bilansu masy dla matych objetosci
(szescianow) |?].

Rozwazmy infinitezymalny sze$cian o objetos¢ dv = dzdydz (rys.8) Objetosc cieczy, ktora

n=e,
_Jv,(x,Fdx . x,,x,)

Rysunek 8: Strumien objetosci opuszczajacy nieskoriczenie maly szescian o bokach
dx1,dxo, drs przez dwie, rownolegte Sciany odlegle od siebie od dxy

opuszcza szescian w jednostce czasu przez prawa Sciane szesScianu, prostopadla do osi e;
mozna napisac, ze rowna sie v-n = vy (x1+dx, 9, x3)dradrs, (n = 1), natomiast przez po-
wierzchnie lewa, prostopadta do osi e; rowna sie v-n = —vy (21, 22, x3)dxodrs, (n = —ey).
Znaczy to, ze objetos¢ cieczy jaka wyplywa z tego szedcianu przez te dwie Sciany do sie-
bie rownolegte jest rowna (vy(z1 + dz1,y, 2) — vi(x1, 22, 23))dv = g—;idv. Powtarzajac to
rozumowanie dla pozostalych dwoch kierunkéw osi 2 i x3 a nastepnie dodajac do siebie
efekt bilansu objetosci cieczy opuszczajacego sze$cian otrzymujemy, ze sumaryczna obje-

tos¢ cieczy opuszczajaca szescian w jednostce czasu jest rowna

81)1 81)2 81)3
@ <8$1 81‘2 8:173 v V- vdv ( )
gdzie dv = dzxidxadrs jest objetoscig szescianu. A wiec divv = Cig}” wyraza wzgledna

zmiane objetosci cieczy opuszczajaca infinitezymalng objetosé dv. Istnieje zwiazek catkowy
pomiedzy ilo$cia ptynu opuszczajaca zadang objetosé w jednostce czasu (strumieniem) a
catka z dywergencji.
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Operator dywergencji

Podamy teraz definicje strumienia pola predkosci. Niech bedzie zadane pole wektorowe
v = vy (21,72, T3)€1 + v2(T1, T2, T3)es + v3(T1, T2, T3)€3 (39)

oraz powierzchnia S w przestrzeni R. Niech w kazdym punkcie powierzchni S zadany jest
jednostkowy wektor n normalny skierowany na zewnatrz powierzchni S (rys. 9). Przje-
cie jednostkowego wektora normalnego zadanego zwigzanego z powierzchnia powoduje, ze
powierzchnia staje sie zorientowana. Wektor normalny przypisany jest do strony "dodat-
niej"powierzchni S'i wskazuje kierunek od strony "ujemnej"do strony "dodatniej"powierzchni.

Definicja 4.4. Strumieniem objetosci q, przez powierzchnie S nazywamy catke powierzch-
niowag

Qv = / u - ndS. (40)
S

Rysunek 9: Powierzchnia zorientowana z jednostkowym wektorem normalnym do powierzchni

Warto$¢ strumienia jest ujemna jezeli kierunek przeptywu jest przeciwny do kierunku
wektora normalnego. Zauwazmy, ze we wzorze (40) wystepuje iloczyn skalarny u-n = u; n;.
Wartos¢ tego iloczynu sklarnego réwna sie rzutowi wektora v na kierunek normalny. Na
rysunku 9 pokazano wektor v, jednostkowy wektor normalny n, rzut wektora v na kierunek
wektora normalnego jak réwniez rézniczkowy element powierzchni. Catka po powierzch-
niowa po powierzchni S jest sumg sktadowej normalnej pomnozonej przez odpowiadajacej
jej elementowi rézniczkowemu powierzchni.

Zwiazek pomiedzy catka objetosciows z dywergencji a strumieniem objetosci zawiera sie w
twierdzeniu Gaussa-Ostrogradzkiego |?|.
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Operator rotacji

Twierdzenie 4.2. Dla dowolnego, dostatecznie gtadkiego (rézniczkowalnego) pola wektoro-
wego v zadanego w obszarze ) ograniczonego dostatecznie gtadkq powierzchnig S zachodzi:

/div vdU:/v'ndS
Q S

(41)

div vdx,dxd.

Rysunek 10: Twierdzenie Gaussa—Ostrogradzkiego. Objetosé €2 jest ograniczona powierzch-
niag zamknieta S. Calka z dywergencji po objetos¢ rowna sie calce po powierzchni ze stru-
mienia pola wektorowego

4.3 Operator rotacji

Operator rotacji dla dowolnego, dostatecznie gltadkiego pola pola wektorowego v = (v, v2,v3)
we wspotrzednych kartezjanskich jest zdefiniowany nastepujaco:

N ! 8%3 8%1 2 8%1 83:2 3

A wiec dziatanie operatora rot na wektor daje w wyniku rowniez wektor. Wykorzystujac
posta¢ wektorowa operatora V przedstawiona w rownaniu (31) rotacje mozna wyrazi¢ jako

(42)

iloczyn wektorowy operatora V = (8%17 8%2, 8%3) i wektora v
€1 €2 €3
0 0 0
VXv=|— — —

81‘1 81‘2 81‘3

U1 V2 U3 (43)
0 0 0 0 0

=|0xy Oxz|€1 — |0xr1 Owxg|€2+|0xr1 Oxg|€3 .
U2 U3 U1 U2 U1

Uzycie zapisu przy pomocy wyznacznika stuzy jedynie do tatwego zapamietania jak obliczaé
sktadowe wektora rotv. Iloczyn wektorowy mozna zapisa¢ w konwekcji sumacyjnej za
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Operator rotacji

pomocy indekséw. W tym celu wprowadza si¢ symbol permutacyjny Leviego-Civity ;1

1 jezeli ijk stanowiy parzysta permutacje indeksow 123
gijk = —1 jezeli 4jk stanowia nieparzysta permutacje¢ indeksow 123 (44)

0 jezeli indeksy sie powtarzaja

Liczba wszystkich mozliwych permutacji cyfr 1 2 3 wynosi 6. Dla tatwego zapamietywania,
parzystych permutacji, a wigc sytuacji gdy €;;% = 1 1 nieparzystych gdy &;j, = —1 mozna
sie postuzy¢ rys. (11).

Nloczyn wektory wektoréw u i v mozna wyrazi¢ nastepujaco

1 1
(4_ \ ( ) o
3 2

w 2 3 ___ >
123123 321321

Rysunek 11: Parzysta +1 i nieparzysta —1 permutacja indeksow 1 2 3

W = U XV = £;,UjUL€; (45)
Sktadowe wektora w = (w1, ws, w3) wyrazaja sie nastepujaco
w; = 6,~jkujvk i,j, k= 1, 2, 3 (46)

Sumowanie po wskaznikach tatwo dokona¢ poniewaz gdy jeden z indeksoéw jest ustalony to
pozostate dwa moga przyjmowac tylko wartosci rozne od tego ustalonego, a wiec

W1 = UQV3 — U3V (47)
W9 = U3V1 — U1V3 (48)
w3 = U1V — UV (49)

Jak juz powiedziano wyzej sktadowe wektora bedacego iloczynem wektorowym wektorow
u oraz u réwniez mozna wyznacza¢ przy pomocy wyznacznika (43)

€1 €2 €3
uxu= |u; us wusl| . (50)
U1 U2 U3

Wektor u x v jest prostopadty do ptaszczyzny rozpietej na wektorach u i v a jego modut
| ux v | jest rowny sie polu rownolegtoboku rozpietego na wektorach u i v.
[loczyn wektorowy nie jest przemienny, ale spetnia warunek skosnej symetrii
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Operator rotacji

v

S(u,v)=|u||v|sin(alfa)
a\(a

u

Rysunek 12: Iloczyn wektorowy u x u

luxv=-vxu]| (51)

Przy pomocy iloczynu skalarnego i iloczynu wektorowego dowolny wektor a w poblizu
plaszczyzny, z wektorem jednostkowym normalnym n mozna roztozyé¢ na sktadowa nor-
malng do plaszczyzny i styczna plaszczyzny nastepujaco:

‘a:(a-n)n—k(nxa)xn‘ (52)

Prawdziwo$¢ wzoru (52) mozna sprawdzi¢ nastepujacym rachunkiem

a; = a; nj n; + Eijk(gjlm n am)nk
= aj N Ny + €ijkEjimAm N Nk
= a5 n; N, + (6kl5zm — 5km(5il)am ny Nk (53)
=aj; N N+ a; N N — ag N N
= a; ng Ng
W powyzszym rachunku wykorzystano fakt,ze wektor n jest wektorem jednostkowym i

ng N = 1 oraz wykorzystano nastepujaca tozsamos¢ wiazaca delte Kornecera z symbolem
permutacyjnym

€ijk Eimn = 59m5kn - 5jn5km ‘ (54)

Zadanie 1
Wykorzystujac tozsamosé (54) wykazac, ze €5, €455 = 6

Zdefiniujemy jeszcze iloczyn mieszany trzech wektorow [7|:

‘[u,v,w]:(uxv)-w:u-(vxw)‘ (55)

lloczyn mieszany trzech wektoréow jest rowny co do wartosci bezwzglednej objetosci row-
nolegtodcianu rozpietego na trzech wektorach

Uy U2 U3
Viu,v,w) =|u,v,w|| = |v; v2 wu3 (56)

wyp w2 W3

Hloczyn mieszany wektorow bazowych [e;, e;, e;] jest rowny symbolowi permutacyjnemu
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Interpretacja kinematyczna wirowosci

w-n

Rysunek 13: Interpretacja geometryczna iloczynu mieszanego trzech wektorow u- (v x w)

Laviego-Civity &;;:

(e x €)) - e = €jk (57)

[loczyn mieszany rowno sie zeru, jezeli dwa wektory wystepujace w iloczynie [u, v, w]| sa
takie same lub do siebie réwnolegle.

Trzy wektory u,v,w sa liniowo niezalezne, a wiec moga tworzy¢ baze, jezeli ich iloczyn
mieszany jest rozny od zera u- (v x w) # 0.

Traktujac operator V jak wektor o sktadowych (8%1, 8%2, 6%3) rotacje wektora V X v mozna
wyrazi¢ jako:

VXxv= 5,~jk£vkei (58)
J

W mechanice ptynéw, ktora bedziemy zajmowaé sie dalej wektor rot z pola predkosci
odgrywa pierwszorzedng role w badaniach nad ruchem ptynéw. Wektor ten zostal nazwany
wirowoscig. Dlatego poswiecimy jeszcze troche miejsca nad interpretacja kinematyczna
pola wirowosci.

4.4 Interpretacja kinematyczna wirowosci

Rozpatrzymy jaki zachodzi zwigzek pomiedzy rotacja pola predkosci liniowej punktow
ciala obracajacego sie dookota osi z predkoscia katowa wos = (Wos, s Wosy, Woss) (rys.15).
Zakladamy, ze o$ obrotu przechodzi przez poczatek ukladu wspohrzednych, a promierd
wodzacy ma wspoéltrzedne r = (21, x2, x3). Predkosé liniowa dowolnego punktu (x1, 2, x3)
wyraza sie wzorem

V(X,1) = Wps X T (59)

Zgodnie ze wzorem (42) pole predkosci mozna zapisaé jako

(S5} €9 €3
0 0 0

Wos; Wosy  Woss
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Interpretacja kinematyczna wirowosci

Stad rotacja pola predkosci liniowej bryty sztywnej wynosi

rot v = |:a—.'172(w081x2 - oJosgxl) - 8—x3(wosgx1 - woslx3):| e+
0
|:8—x3(w032333 — Wosz®2) — 8—331(%31:132 - w032$1)] ex+ (61)
[aixl(wosgxl - Woslx?)) - 8—@(w083x3 - wosgxl):| €3

= 2(Woslel + Wos,€2 + W053e3) = 2w s

Z przedstawionych wyzej rachunkéw widaé, ze obrot bryly sztywnej z predkoscia katowa
wes daje wirowosé¢ pola predkoéci punktoéw bryly sztywnej réwna podwojonej wartosci
wektora predkosci katowej bryty

1
Wos = grot \Z (62)

Rysunek 14: Obroét ciata sztywnego woko! osi wes

Jezeli wektor predkosci katowej pokrywa sie lub jest rownolegly do osi z, to pole pred-
kos¢ bryly sztywnej ma tylko dwie sktadowe predkosci rozne od zera, a wiec v = (u,v,0).
W takim przepadku, tatwo sprawdzi¢, korzystajac ze wzoru (43), wektor wirowosci ma
rozng od zera tylko jedna sktadowa, skierowana wzdtuz osi z, w = (0,0,ws3), wg = % — g_;j'
Innym,oprocz obrotu ciata statego, niezwykle waznym z punktu widzenia mechaniki pty-
néw, kinematyczna przyczyna generujaca wirowosc¢ jest przeptyw ze Scinaniem. Jest to prze-
plyw dla ktorego predkosé zmienia sie w kierunku prostopadtym do kierunku przeptywu.
Dla prostoty rozpatrzmy, jednowymiarowy rozktad pola predkosci ptynu, w poblizu $ciany
v = (u(y),0,0), (rys. 7?7). Na Scianie, wskutek lepkosci, predkos¢ ptynu jest zawsze rowna
predkosci Sciany. A wiec dla nieruchomej Sciany predko$¢ ptynu jest rowna zeru. W prak-
tyce, okazuje sie, ze z pewnym przyblizeniem dziatanie lepko$ci ogranicza sie do warstwy o
grubosci § w poblizu Sciany. W warstwie rozktad predkosci u(y) mozna aproksymowaé np.

wielomianem ,
U(%y—g—z)dlaogygé
Udlay > 6

. Wielomian jest tak dobrany aby na granicy warstwy spelnione byty warunki u(d) = U,
oraz du/dy|,—s = 0 a na Scinanie dla y = 0,u(0) = 0 Wirowos¢ ma wartos¢ maksymalng

u(y) = (63)
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Cyrkulacja pola predkosci i twierdzenie Stokes’a

os z prostopadia do
plaszczyzny rysunku

1
I
u—)’ T
cs I
77 1
\\\*\——rshlﬁ - -

i | v
7 !
Y |
1
I
1
I
|

Rysunek 15: Obrét ciata sztywnego wokédt osi wes réwnoleglej do osi z. Wektor wirowosci

posiada tylko jedng sktadowa rozna od zera w3 = % — g—Z

Scianie. Poza warstwa y > & wirowo$¢ w — 0 Stad mamy przestanke, ze §ciana sztywna
jest zrodtem wirowosci.
Wirowos$¢ jest rowna

YYYYYY

=
=,

Rysunek 16: Przeplyw ze $cinaniem w poblizu $ciany. Wirowos¢ jest rozna od zera w warstwie o
grubosci 4.

VXxv= —@63 = 2Ayes.
dy

Rotacja pola wektorowego $cisle wiaze sie z pojeciem cyrkulacji. Cyrkulacja zwigzana jest
przez twierdzenie Stokes’a ze strumieniem wirowosci.

4.5 Cyrkulacja pola predkosci i twierdzenie Stokes’a

Z wykladow z fizyki wiemy, ze aby obliczy¢ prace pola sit F' = (Fy, Fy, F3) wzdhuz krzywej
C o poczatku C(a) i koricu C(b) iloczyn sktadowej stycznej pola sit, a wiec F -s% = F
i dtugosci tuku krzywejAs musi by¢ wysumowany Y FsAs. W granicy gdy As — 0 sume
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Cyrkulacja pola predkosci i twierdzenie Stokes’a

zastepujemy catka. Jezeli krzywa Cc zadana jest parametrycznie C(t) = (z(t),y(t), z(t)),
a zmienna t przebiega odcinek [a,b], to As = C(t + At) — C(t) =~ Cc'(t)At.
Przyjmuje sie nastepujaca definicje catki liniowej z pola wektorowego F' = (Fy(x,y, 2), Fa(z,y, 2), F5(x,y, 2)):

Definicja 4.5. Niech bedzie zadane pole wektorowe F' w przestrzeni trojwymiarowej, ktdre
jest ciggte wzdtuz krzywej C : [a,b] — R3. Catkq liniowqg z pola wektorowego F wzdtuz
krzywej C nazywamy wyrazenie

/F -8%ds = /b F(c(t)) - c(t)dt (64)

Ze wzgledu na fakt, ze s%ds = (dx, dy, dz) popularnym zapisem calki liniowej jest forma
nastepujaca:

b
dz dy dz
F.s'ds = F F. Fydz = Fi— + Fh— 4+ F3—
/C(t) s'ds /C(t) da + Fody + Fydz /a < g TRyt 3dt>dt (65)

Przyktad 2. Obliczyé calke liniowq z pola wektorowego F(x,y,z) = (cos z,e”,e¥) wzdtuz
krzywej c(t) = (1,t,e') dla 0 <t < 2.
Nagpierw obliczamy s° = ¢/(t) = (92, 9% 42y — (0,1, ¢"). Stqd

deo dee dt
2
dz dy dz
F-slds = R y_=Z Y— ) dt
/C s ds /()(coszddt+e dt—l—e dt>
2 2 1, 1
:/ (04 e+ e®)dt = 2e + —e* — =
0 2 2

W mechanice ptynéw istotna role odgrywa catka liniowa po krzywej zamknietej z pola
predkosci. Caltke taka nazywa sie cyrkulacjg i bedziemy oznaczaé przez I

I‘:jiv-ds (66)

v v v
l v
trajektori
crastek :7 »2) ¢ ¢ c
(x,9,2) JV>0 [V<O J’V:O
/ e c ¢

Rysunek 17: Krazenie (cyrkulacja) Rysunek 18: Obrazowe przedstawie-
wzdtuz krzywej C na tle trajektorii nie cyrkulacji wokol zamknietych
ruchu czastek krzywych C' z r6znymi znakami

Jezeli cyrkulacja I jest rézna od zera, na przyktad dodatnia, to znaczy ptyn "krazy",
cyrkuluje, wzdtuz krzywej zamknietej(26). Przyjmuje sie cyrkulacje za dodatnia jezeli ciecz
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Cyrkulacja pola predkosci i twierdzenie Stokes’a

cyrkuluje w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara. A wiec dla krzywej przyj-
muje sie orientacje. Bedziemy uwazaé, ze orientacja krzywej jest dodatnia, gdy idac po
krzywej, obszar zamkniety krzywa, pozostaje zawsze po lewej rece, a wektor normalny
do powierzchni skierowany jest na zewnatrz. Inaczej jest to reguta "prawej dloni". Jezeli
kierunek obiegu po krzywej wskazywane sa przez palce prawej dloni to odchylony kciuk
wskazuje dodatni kierunek wektora normalnego do powierzchni rozpietej na krzywej C.
Twierdzenie Stokes’a wiaze cyrkulacje, a wiec calke liniowg z pola wektorowego ( da-
lej bedziemy przyjmowac, ze pole to odpowiada polu predkosci), wzdtuz krzywej C =
(z(t),y(t), z(t)) ze strumieniem pola wirowosci przez powierzchnie rozpieta na krzywej C.
Przyjmijmy, ze C : [a,b] — R? c(t) = (x(t),y(t)) jest brzegiem obszaru D zorientowanej
dodatnio. Niech na obszarze D bedzie zadana funkcja f(z,y) okreslajaca powierzchnie S,
a brzeg tego obszaru 9S bedzie obrazem krzywej C(t) w przestrzeni tréjwymiarowej przez
odwzorowanie t — ((z,t),y(t), f(xz(t),y(t)) [?,?].

Twierdzenie 4.3. Twierdzenie Stokes’a. Niech S bedzie powierzchnig zorientowng, od-
powiednio gtadkq zadang funkcjg z = f(x,y), (z,y) € D, i niech v bedzie wektorowym polem
predkosci okreslonym na S a brzeg 0S jest réwniez krzywq zorientowng to zachodzi:

/rotv'ndS: v-sds (67)
S oS

Rysunek 19: Twierdzenie Stokesa. Nalezy zwroci¢ uwage na orientacje brzegu 05 wektora
normalnego n

Wystepujaca w twierdzeniu powyzszym funkcja z = f(x,y) podkresla fakt, ze po-
wierzchnia S musi by¢ dostatecznie regularna, a objetos$é zawarta pomiedzy brzegiem 0.5
i samg powierzchnig S musi by¢ obszarem jednospojnym. Obszarem jednosp6éjnym nazy-
wamy taki obszar, w ktérym dowolna krzywa zamknieta w tym obszarze daje sie Sciagnaé
do punktu, i w kazdym momencie tej transformacji nie zawiera punktéw nie nalezacych do
tego tego obszaru. Przyktadowo plaszczyzna, z usunietym punktem jest obszarem wielo-
sp6jnym, natomiast przestrzen trojwymiarowa, z ktoérej usunieto taki punkt, jest obszarem
jednospojnym. Twierdzenie Stokesa mozna uogdélni¢, przez odpowiednia parametryzacje
powierzchni, na sytuacje gdy brzeg 0S nie jest obrazem plaskiej krzywej lezacej na ptasz-
czyznie (z,y) [?]. Bardziej ogolnie, twierdzenie Stokesa mozna sformutowaé nastepujaco:
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Cyrkulacja pola predkosci i twierdzenie Stokes’a

Twierdzenie 4.4. Twierdzenie Stokes’a. Catka powierzchniowa po powierzchni S z ze
sktadowe) normalnej pola wirowo$ci rot v-n réwna sie catce liniowey ze sktadowej stycznej
tego pola v - s¥ wzdtuz brzegu 0S.

/rotv'ndS: v-sds (68)
S oS

Rysunek 20: Twierdzenie Stokesa. Catka liniowa po brzegu 0S ze sktadowej stycznej pola
wektorowego rowna sie calce powierzchniowej ze sktadowej normalnej wektora wirowosci
normalnego n

Dowdd twierdzenia Stokesa przebiega tak, ze powierzchnie S dzieli sie na mate czwo-
rokaty. Cyrkulacje po brzegach czworokatow lezacych na powierzchni S znosza sie na wza-
jem. A wiec suma cyrkulacji po wszystkich czworokatach réwna sie cyrkulacji po krzywe;j
0S, na ktorej rozpieta jest powierzchnia S. Istotnym krokiem w dowodzie twierdzenia

Rysunek 21: Tlustracja do dowodu twierdzenia Stokesa. Powierzchnie S podzielono na mate
czworokaty. Cyrkulacje po wewnetrznych krawedziach tych czworokatéw znosza sie nawza-
jem. Suma cyrkulacji po matych czworokatach réwna sie cyrkulacji po brzegu zewnetrznym.

Stokes jest zastosowanie twierdzenia Greena, ktore stanowi dwuwymiarows, to znaczy na
plaszczyznie (x,y), wersje twierdzenia Stokesa. Gdy pole wektorowe jest dwuwymiarowe
v = (u(z,y),v(z,y),0), to jak juz powiedzielisimy wczesniej, w takim przypadku wirowos¢
posiada tylko jedng sktadowa rozna od zera w = (0,0,w)). Twierdzenie Greena mozna
sformutowaé nastepujaco:
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Cyrkulacja pola predkosci i twierdzenie Stokes’a

Twierdzenie 4.5. Niech D € R? bedzie obszarem jednospdjnym, a 0D jego brzegiem
dostatecznie gtadkim. Niech v = (u(x,y),v(x,y)) bedzie polem wektorowym zadanym na
D. Wtedy zachodzi

ov  Ou
v-sdC = rot-ndS:/ — — — )ndxd 69
| [ [ (G2~ Gomdsdy (69)
z
e, y
v(X,y)

Rysunek 22: Twierdzenie Greena jako dwuwymiarowa wersja twierdzenia Stokesa.

Dowo6d. Rozpatrzymy maly prostokat lezacy na (x,y) plaszczyznie w srodku ktorego
lezy punkt P(z,y) Cyrkulacja wokol kwadratu z pola wektorowego v = (u(x,y),v(z,y))

y
y+Ay/2 D ¢ T
P
LOZEN U |y
y-Ay/2 +
A Ax B
X-AX/2 X+AXx/2 X

Rysunek 23: Rozniczkowy prostokat o bokach Az i Ay na ptaszczyznie

jest rowna

/ (udx+vdy):/ ud:n—l—/ vdy+/ ud:n—l—/ vdy
ABCD AB BC cD DA
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Cyrkulacja pola predkosci i twierdzenie Stokes’a

Wzdtuz krawedzi AB $rednia warto$é cyrkulacji wynosi

/ v-ejdr = / u(x,y — %)dx =u(z,y — %)A$
AB AB 2 2

Postepuja podobnie dla catki wzdtuz linii C'D otrzymamy

/ v (—ey)dx = / u(z,y + %)dx = —u(z,y + %)Ax
cD cD 2 2

A wiec $rednia wartosé¢ cyrkulacji wzdtuz krawedzi AB i C'D wynosi

A A
/ vedx + / v(—ey)dr = u(z,y — —y)Aaz —u(x,y + —y)Aaz = —@Aasz
AB cD 2 2 dy
Podobnie postepujac dla krawedzi BC'i DA otrzymujemy
A A 0
/ veody + / v(—eq2)dy = v(x + —:E,y)Ay —v(x — —:E,y)Ax = —UAxAy
BC DA 2 2 Ox
Dodajac do siebie powyzsze rezultaty otrzymujemy
ov 8u>
v-sds = — — — | AzAy 70
%ABCD (8517 dy (70)

Wartos¢ srednia V x v calki stojacej po prawej strony réwnania (69)wzgledem punktu
P(z,y) wynosi otrzymujemy

/ (Vxv)-ndS = (Vxv) nAzAy = <@ @> AzAy (71)
SaBcp

or Oy
Wynik po prawej stronie rownania (71) jest taki sam jak (70). A wiec cyrkulacja wokot
punktu P jest réwna strumieniowi rotacji w kierunku eg =n. m
Pokrywajac powierzchnie S malymi czworokatami i sumujac cyrkulacje po wszystkich
czworokatach pokrywajacych powierzchnie S (rys. 22) otrzymujemy tw. Stokesa:

/rot v -ndS = v -ds (72)
S oC

Zauwazmy,ze twierdzenie odnosi sie do wszystkich powierzchni rozpietych na krzywe;j
C'. Jezeli wyobrazmy sobie,ze powierzchnia S na rysunku (20) jest wykonana z gumy,i za-
mocowanana na krzywej C' i w sposoéb ciagly podlega deformacji to do wszystkich tych
powierzchni znajduje zastosowanie twierdzenie Stokesa. Gdy powierzchnia podlega defor-
magcji to wektor normalny tez przesuwa sie wzdluz powierzchni. Zwr6¢my uwage, ze wi-
rowo$¢ jest polem bez Zrodlowym. Latwo sprawdzi¢, korzystajac z definicji dywergencji i
definicji wirowosci, ze zachodzi tozsamosé

divw = div (V x v) = 0| (73)

Zalozmy,ze dwie powierzchnie S7 1 So rozpiete sg na tej samej krzywej, przy czym Sy lezy
po przeciwnej stronie krzywej C' anizeli Sy. Zachodza nastepujace realcje
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Rysunek 24: Na krzywej C rozpiete sy dwie powierzchnie S7 i So 0 przeciwnej orientacji.
Z twierdzenia Stokesa wynika ,ze strumien wirowosci przez powierzchnie zamkniety jest
rowny 0.

Oz/divwdv:/ w-ndS = w-ndS+/ w - ndS (74)
Q S1US2 S1 Sa

Tak wiec
/w-ndS:—/w-ndS (75)
Sl 52

Wzor (75) wskazuje jeszcze raz na wage jaka nalezy przywiazywac do orientacji krzy-
wej C. Caltka powierzchniowa po S; ze sktadowej normalnej wirowosci w - n jest réwna
cyrkulacji po brzegu 957 = C. Natomiast ta sama catka powierzchniowa po powierzchni
So jest rowna tej samej cyrkulacji tylko ze znakiem przeciwnym poniewaz teraz orienta-
cja powierzchni zmienilta znak na ujemny. Poréwnujac ze soba strumienie pola predkosci
v - n oraz strumienia rotacji w - n nalezy stwierdzié¢, ze o ile duza wartosci strumienia
pola predkosci przektada si¢ na duza wartosé strumienia objetosci wychodzacego z danej
powierzchni, tak duza wartos$¢ strumienia rotacji przez powierzchnie moéwi pozostawaniu
pola predkosci na powierzchni i o duzej cyrkulacji (krazenia) na powierzchni.

Rysunek 26: Duza wartos¢ strumie-
nia wirowosci moéwi o pozostawaniu
wektora predkosci w plaszczyznie i
duzym krazeniu

Rysunek 25: Duzy strumien pola
predkosci,v - n méwi o wychodzeniu
wektorow predkosci z powierzchni.
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Laplasian

Przyktad 3. Dane jest pole wektorowe v = Qey + xes. Sprawdzi¢ twierdzenie Greena dla
prazypadku, gdy obszar D jest kotem x2 + y? < r2.

Rozwigzanie.Brzeg obszaru mozna wyrazi¢ przy pomocy réwnari parametrycznych x =
(rcost,y =rsint) dla 0 <t < 27, wartosé cyrkulacji obliczamy jako:

2T 2T
/ v-sds = / (0eq + rcosteg) - (—rsint,rcost)dt = / 2 cos? tdt = rn
oD 0 0

Warto$é strumienia wirowosci w kierunku es jest rowna

/va-ndS:/dS:r27r
D D

Jak nalezato oczekiwaé oba wyniki sq takie same.

Przyktad 4. Dane jest pole wektorowe v = (2yz, x,x?). Obliczyé cyrkulacje tego pola po
okregu x? 4+ y? = 1, korzystajgc z twierdzenia Stokesa.

Rozwigzanie. Rotacja zadanego pola wynosi rot v =V x v = (0,2y, (1 — 22). Z twier-
dzenia Stokesa mamy

}{V-sods:/va'ndSz/(2yez+(1—22)63)'nd5
C S S

Powierzchnia S ktora rozpieta jest na brzeg C moze byé dowolna. Wybieramy wiec nag-
prostszq forme tej powierzchni, lezgca w plaszezyznie z = 0. Wiedy n || es = (0,0,1) i stqd

otrzymujemy
jé v-sods:/dS:w.
C S

5 Wybrane zalezno$ci zachodzace pomiedzy operatorami grad,
div,rot.

Duze znaczenie operatoréow grad, div,rot i mozliwosci wyrazania pewnych idei fizycz-
nych przy pomocy tych operatoréw zawiera sie w zwiazkach zachodzacych miedzy nimi,
tozsamosciach catkowych, w ktérych sa one uwiklane i rownaniach fizyki matematyczne;j.
Przytoczymy teraz pewne tozsamosci wektorowe i catkowe, ktore beda przewijac sie przez
caly wyktad. Zaczniemy operatora A nazywanego laplasianem

5.1 Laplasian

Jak wiemy dziatanie dywergencji na pole wektorowe daje daje w wyniku pole skalarne.
W szczegolnosci, jezeli, pole wektorowe wyraza sie przez gradient z funkcji skalarnej to
dywergencja z takiego pola skalarnego jest réwniez skalarne i wyraza sie przez operator
rézniczkowy, nazywany na laplasianem.
Odp OJp 0Oy

div Vo =div (—, —/—, —/—
4 (al‘l 63)2 8:173)
Po Py Py (76)
2 + o 2
2 T3

- Ox? * Ox
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p

gdzie
0? 0? 0?
A= — 4+ —— + — 7
ox?  Oxi 03 (77
Jezeli symbol V potraktujemy jako wektor o sktadowych (88—;, 8%27 g—;) to laplasian mozna

traktowac jako wynik iloczynu skalarnego A = V -V = V2. Laplasian jest niezwykle
waznym operatorem rozniczkowym w fizyce matematycznej. Wchodzi w sktad kazdego z
rownan "wielkiej trojki"fizyki matematycznej:

1. % = aAu - réwnanie przewodnictwa temperaturowego (nazywane roéwnaniem cie-
pta) lub rownaniem dyfuzji, gdzie u(t,z1, 22, x3) wyraza temperature lub koncen-
tracje materii zalezna od czasu i wspolrzednych przestrzennych z1, 2, x3, a- ozna-
cza wspotczynnik przewodnictwa temperaturowego lub wspoétczynnik dyfuzji. Szyb-
ko$¢ zmiany temperatury % zalezy od wielkosci kierunku "wypuktosci"powierzchni
u(x,t), czyli wartosci laplasianu Au. Jezeli wypuktosc jest ku gorze to wartosé lapla-
sinu jest ujemna to temperatura bedzie malata (% < 0. Jezeli wypuktos¢ powierzchni

. . )
bedzie do dotu to to temperatura bedzie rosta gy > 0.

2. 882712!’ = A7) -réwnanie falowe opisujace rozchodzenie sie fal (zaburzen) gdzie ¥ (t, 21, r2, 23)

oznacza przemieszczenie, wychylenie od polozenia rownowagi,

3. Ap = —p(x1,x9,x3) - roOwnanie rozktadu potencjatu, nazywane rownaniem Poissona.
Jezeli p(x1,x2,23) = 0 to rownanie nazywa sie rownaniem Laplace’a

5.2 Roéwnanie Laplace’a

Jak sie przekonany réownanie Laplace’a w mechanice plynéw odgrywa bardzo wazng role.
Ma ono réwniez fundamentalne znaczenie w ogolnej teorii réwnan rézniczkowych czastko-
wych [?], [?]. Funkcje, ktore spetniaja rownanie Laplace’a A = 0 nazywane sa funkcjamsi
harmonicznymsi. Rozwiazania rownania Laplace’a lub Poissona nazywane sg réwniez funk-
cja i potencjalnymi poniewaz pole elektryczne E wyznacza sie z zaleznosci E = V. Pola
wektorowe F, dla ktorych zachodzi F = V¢ nazwane sa potencjalnymi. Jak to juz wspo-
mniano wyzej w pkt. 3 rownanie Laplace’a ma postac:
Aw — o 0% 0%
- Ox? * O0x3 03
W fizyce czesto znajduje zastosowanie potencjal, ktory zlezy od odlegtosci od wybranego
centrum ¢ = @(r) gdzie r = /(22 + y? + 22). Dotyczy to na przyktad po6l centralnych,
gdzie sity wzajemnego oddziatywania dziataja wzdluz prostej taczacej dwa punkty zwia-
zane z potozeniem np masy, tadunku itp. W wyznaczanie tego potencjatlu uwiklane sa
rozwigzania rownania Laplace’a nazywane fundamentalnymi. Dla trzech wymiardéw, w nie-
ograniczonej przestrzeni rozwigzanie to ma postaé¢ ¢ = % dla dwoch wymiaréw jest on

(78)

postaci ¢ = In % Przedstawimy ten wynik w postaci lematu

Lemat 5.1. W przestrzeni tréjwymiarowej (n = 3) funkcja

1 1
(p = — =
r \/(azl — x10)2 + (xg — x20)2 + (a: — x30)2

(79)
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p

jest funkcjg harmoniczng z wyjgtkiem punktu (x19, 20, r30). W przestrzeni dwu wymiarowey
(n = 2) funkcjg harmoniczng o symetrii radialnej jest funkcja

¢ =Inr =1In fracl\/((x1 — x10)% + (22 — x29)2) (80)
z wyjatkiem punktu (10, x20)

Dowdd. Ze wzgledu na symetrie radialng wygodnie jest przyja¢ odpowiednie uktady
wspOtrzednych. I tak dla rownania (79) wygodny jest sferyczny uktad wspotrzednych. Doko-
nujac zamiany zmiennych x = rsin cos ¢, y = rsinfsin ¢, z = r cos  rownanie Laplace’a
we wspotrzednych sferycznych przyjmuje postac:

Ap

107 1 0% 1 a(

. 0p
T ror? (re) + r2sin2 0 a¢2 + r2sin2 § 90 sm0—> =0 (81)

00

Poniewaz z zatozenia funkcja ¢ zalezy tylko od r réwnanie Laplace’a przyjmuje postac:

Ap=—==5(re)=0 (82)

Catkujac powyzsze réwnanie dwukrotnie, otrzymujemy z doktadnoscia do statej ¢ = a1%+
az. W szczegdlnosci rozwiazanie to jest funkcja harmoniczng dlaag =01ia; =1

Dla réwnania (80) przyjmujemy cylindryczny uktad wspotrzednych

(x,y) — (rcos ¢,rsin @) i rownanie Laplace’a przyjmuje postac:

Py 10p 1 0%

B=5m Tror TR ap

=0 (83)

Ze wzgledu na fakt, ze ¢ nie zalezy od ¢ rownanie Laplace’a przyjmuje postac

0%¢ 10y
a7 v =0 (84)

Po pomnozeniu powyzszego rownania stronami przez r mozna je zapisa¢ w postaci % (T%—f)
0. Po dwukrotnym catkowaniu otrzymujemy, z doktadnoscia do stalej ¢ = ciIlnr + co. A
wiec dla szczegdlnego przypadku c¢; = —1, co = 0 otrzymujemy rozwigzanie szczegblne

(80). m

Aby otrzymaé jednoznaczne rozwiagzanie rownania Laplace’a nalezy postawi¢ warunki
na brzegu, ktore musi spetnia¢ rozwiazanie roéwnania Laplace’a. Standardowe warunki brze-
gowe prowadza do zagadnienia Dirichleta lub zagadnienia Neumanna.

Definicja 5.1. Zagadnienie Dirichleta dla réwnania Laplace’a polega na wyznaczeniu funk-
cjt harmonicznej wewngtrz obszaru D z warunkiem

u(zy, xo,x3) = f(x1, 22, 23) dla (1,2, 23) € OD (85)
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Rysunek 27: Zagadnienie Dirichleta dla réwnania Laplace’a.

Inaczej zagadnienie Dirichleta dla réwnania Laplace’a mozna sformutowaé¢ nastepu-
jaco: nalezy wyznaczy¢ funkcje harmoniczng ¢(x1, x2, x3), wewnatrz obszaru D takie aby
funkcja bedaca rozwigzaniem réwnania Laplace’a przyjmowala ono na brzegu obszaru 9D
zadana wartos¢ ¢ = f. Obszar D moze by¢ skoniczonym, ograniczony zamknieta krzywa 0D
lub nieskoniczony. W przypadku obszaru skoticzonego moéowimy o wewnetrznym zagadnieniu
Dirichleta. Jezeli obszar jest nieskonczony, lezy na zewnatrz obszaru D to zagadnienie Di-
richleta nazywa sie zewnetrznym. Dla zagadnienia zewnetrznego dodatkowo zada sie aby
rozwiazanie w nieskonczonoéci dazyto do zera. Podobnie definiujemy zagadnienie Dirichleta
na plaszczyznie, gdy rozwigzanie ¢ zalezy tylko od dwoch zmiennych (z1,z9) przy czy dla
zagadnieniea zewnetrzengwo w dwoch wymiarach zada sie aby rozwiazanie w nieskonczo-
nosci dazylo do statej wartosci.

Definicja 5.2. Zagadnienie Neumanna dla réwnania Laplace’a polega na wyznaczeniu
funkcji harmonicznej wewngtrz obszaru D z warunkiem

ou(xy,x9,x3)

on = g($1,$2,$3) dla ($1,$2,$3) € 9D (86)

oD

Rysunek 28: Zagadnienie Neumanna dla réwnania Laplace’a.

Latwo zauwazy¢, ze jezeli funkcja ¢ jest rozwiazaniem zagadnienia Neumanna to réow-
niez funkcja ¢ = ¢ + ¢, gdzie c jest dowolna stala jest rowniez rozwiazaniem tego zagad-
nienia. Tak wiec zaganianie Neumanna jest wyznaczane z doktadno$cig do stalej. Ponadto
istnieje warunek rozwigzywalnosci zagadnienia Neumanna. Z faktu, ze ¢ jest funkcja har-
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moniczng oraz twierdzenie Gaussa wynika, ze

O:Acp:/divade: Ve -ndS (87)
D oD

Ze wzoru (87) oraz z warunku (86) wynika, ze funkcja g, ktéra wystepuje w warunku
Neumanna musi spelniaé¢ zaleznosé

/angszo (88)

Dalej aby pokazaé dalsze wtasnosci funkcji harmonicznych postuzymy sie wzorami (toz-
samosciami) Greena.

5.3 Wzory calkowe Greena

Punktem wyjscia bedzie dla nas nastepujaca tozsamosé

‘div (pv) = divv+v: gradcp‘ (89)

Uzywajac symbolu operatora V = (8%1, 8%2, 6%3) tozsamosé (89) mozna zapisaé nastepu-
jaco:

‘V-(gov):gov-v—l-v-Vgp‘ (90)

Warto zapamietaé, ze V dziata jako operator rézniczkowy i wektor. Jezeli V dziata na
iloczyn gv to najpierw dziala na wektor v przy ustalonym ¢ a nastepnie na ¢ dajac
Vo = (P2, 92 00 1,7y ustalonym v

QO ax17ax27am3 7p y y .

Podstawmy we wzorze (90) v = V. Otrzymamy
V- (V) = VoV + oAy (91)

Catkujac stronami (91) po obszarze D i wykorzystujac twierdzenie Gaussa—Ostrogradziego
(41) otrzymujemy pierwszq tozsamosé Grenna

oy

P 1S (92)

/Dchvw + A dv = /6

Przypomnijmy, ze g—lﬁ = V-n. Z pierwszej tozsamosci Grenna (92) wynika wazna wlasnosci
funkcji harmonicznej, ktorg mozna otrzymac nastepujaco. Formuta (92) jest stuszna dla
dowolnych, dostatecznie regularnych funkcji. Jezeli za ¢ potozymy funkcje stata np. p =1,
a o funkcji ¢ zalozymy, ze jest funkcja harmoniczng to z tozsamosci (92) ze dla funkcji
harmonicznej w obszarze D zachodzi

. g—zﬁ ds =0 (93)
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Wyprowadzimy teraz druga tozsamo$¢ Greena. Jezeli we wzorze (91) zamienmy rolami
funkcje ¢ i 9 to przepisujac wzor (91) i dopisujac wzoér powstaly po zamianie miejscami ¢
oraz 1 mamy

V- (pVY) = VoV + pA,
V- (V) = VoV +1pAp.

Odejmujac stronami powyzsze dwa réwnania otrzymujemy
V- (VY = V) = oAy — Ay (95)

Catkujac rownanie (96) po obszarze D oraz wykorzystujac twierdzenie Gaussa—Ostrogradzkiego
(41) otrzymujemy rownosé nazywana drugq tozsamosé Greena

(94)

_ o Iy
/D (pAY —YpAp) dv = /aD <<pa—n - wa—n> ds (96)

Pozytecznym i zarazem podkre§lajacym znaczenie laplasianu jako operatora jest mozli-
wos¢é przedstawienia dowolnej funkcji u odpowiednio regularnej, obszarze D za pomoca jej
wartosci i pochodnej na brzegu 9D oraz calki z laplasianu funkcji po calym obszarze D

5.3.1 Twierdzenie o reprezentacji

Twierdzenie 5.1. (Twierdzenie o reprezentacji) Wartosé funkcji u ciggtej wraz ze swoimi
pochodnymi dwdch pierwszych rzeddw az do powierzchni 0D, wewngtrz dowolnego punktu
X9 € D wyraza sie jako suma catki powierzchniowej i catki objetosciowej w postaci

o dla n=3, jako

1 10u 01 1 Au

o dla n=2,

1 10u 0 1 1 1
u(xo)_%/fm <ln;%—ua—nln;> ds—%/DAuln; dS (98)

Dowéd. Do wykazania wzorow (97) oraz (98) wykorzystamy drugi wzor Greena (96).
Niech funkcja ¢ = %, ktora jak wiemy jest funkcjg harmoniczna. Jest ona 1 nieokreslona,
przyjmuje warto$¢ nieskonczong w punkcie x = xg. Z tego powodu musimy wyciaé z
obszaru D, otoczenie punktu xg w postaci kuli B.(x9) o malym promieniu ¢ i srodku w
punkcie xg. Dla tak zmodyfikowanego obszaru zastosujemy Dy = D \ B:(X() mozemy juz
zastosowac¢ wzor (96) (patrz rysunek (29). Otrzymujemy

/171 [uA(%) - %Au] dv :/S [u% <%> - %%} ds+
AR
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Rysunek 29: Obszar D z wycietym otoczeniem B..

Na kuli B.e normalna, skierowana jest do wnetrza tej kuli poniewaz obowiazuje konwencja
przyjmowania kierunku normalnej na zewnatrz obszaru po ktérym odbywa sie catkowanie.

Tak wiec
0 (1 0 (1 1
on <;> 5 = or <;> Ir=e = 2 (100)

Wzor (99) mozna zapisa¢ w postaci

1Au dv~|—/ [uﬂ <1> —1@] S+
Dy T s | On \r r on

+/ Luas— [ 19445y
3562 356871

(101)

Niech teraz promien kuli B. dazy do zera. Wtedy pierwsza caltka bedzie dazy¢ do calki
objetosciowej po calym obszarze D. Druga z calek nie zalezy od promienia €. Natomiast
dla trzeciej, na mocy twierdzenia o warto$ci redniej dazy do wartosci 4mu(xg)

1 1
= udS = gu(xg)élwez = 4mu(x.) — 4dmu(xg) przy e — 0. (102)
Be

gdzie x. jest pewnym punktem kuli B. speliajacym twierdzenie o wartosci $redniej. Po-
dobnie mozemy obliczyé¢ granice ostatniej catki gdy € — 0. Funkcja u posiada ciagle po-
chodne do drugiego rzedu wiacznie, wiec sa one w obszarze D ograniczone. Mamy

1 1 1
—/B g% alS:—g ; %dS:—Eg—Z|%47r52—>O gdy € —0. (103)

Stad wynika wzor podany w tezie twierdzenia.

Analogiczne rozumowanie przeprowadza sie dla plaszczyzny n = 2, przyjmujac, ze ¢ =
—Inr =m

Podkreslmy jeszcze raz, ze wzory (97), (98) obowiazuja dla dowolnej funkcji u ciagtej do
brzegu S lacznie ze swoja pierwsza i druga pochodna.
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5.4 Wtlasno$ci funkcji harmonicznych

Jezeli wzor (97) (98) zastosujemy do funkcji harmonicznej to otrzymamy:

1 1 Ou 01

1 1 du 0.1

Udowodnilismy wiec twierdzenie:

e dla n=3, jako

e dla n=2,

Twierdzenie 5.2. Warto$é funkcji harmonicznej w obszarze D w dowolnym punkcie we-
wnatrz obszaru wyraza sie wzorem (104) dla n = 3 lub (105) dla n = 2 w zaleznosci do
wartodci tej funkcji i jej pochodnych wzdtuz normalnej do brzegu tego obszar 0D.

Warto zauwazy¢ fakt, ze funkcja harmoniczna wyraza si¢ przez wartos¢ funkcji i wartosé
pierwsze pochodnej. We wzorze nie wystepuja pochodne rzedu drugiego. Jet to podstawa
w dowodzie nastepujacego twierdzenia, ktérego dowodd pomijamy [?], [?], [?].

Twierdzenie 5.3. Funkcja harmoniczna u(x) wewngtrz obszaru D ma pochodne wewnatrz
obszaru D wszystkich rzedow.

Wazng wlasnosciows funkcji harmonicznych, jest twierdzenie o wartosci $redniej.

Twierdzenie 5.4. Wartosé funkcji harmonicznej w $rodku kuli (dla n = 3) (kota, dla
n = 2) réwna si¢ Sredniej arytmetycznej tej funkcji po powierzchni kuli (po brzegu kota dla

n=2).

e n=3,

1
u(xg) = s /83 u dS (106)
R

1

u(xp) = IR . u ds (107)

Dowo6d. Przyjmijmy, ze funkcja u(xg) jest funkcja harmoniczna wewnatrz kuli |x —
xo| = R. Ze wzoru (104), majac na uwadze fakt, ze % (1) |r=r= —% oraz wlasnosc (93)
od razu otrzymujemy wzor (106).

Podobnie dowo6d przebiega dla ptaszczyzny n = 2.
m Z twierdzenia o wartosci $redniej mozna wyprowadzi¢, wazna wlasnos¢ funkeji harmo-
nicznych nazywana zasadg maksimum.

Twierdzenie 5.5. (Zasada Maksimum) Rézna od statej funkcja harmoniczna wewngtrz
obszaru D i ciggta az do brzegu obszaru 0D osigga swojg warto$é najwiekszq i najmniejszq
tylko na brzegu obszaru
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Wtasnosci funkeji harmonicznych

By(x)

Rysunek 30: Kula o promieniu R, wewnatrz ktorej funkcja u spetnia réwnanie Laplace’a
Au=0.

Na koniec zwro¢my uwage jeszcze na fakt, ze twierdzenie o reprezentacji funkcji (97),
(98) pozwalaja rowniez wyrazi¢ rozwiazanie rownania Poissona

Au = —p(x) (108)

gdzie p jest zadang funkcja potozenia w sposdb nastepujacy

1 18u_ 01 1 p(x)

Jezeli brzegu obszaru D funkcja u i jej pochodna sg rowne zeru np. nosnik funkcji p
jest ograniczony a promienn obszaru D dazy do nieskoriczonosci, to rozwigzanie rownania

Poissna dane jest wzorem
1
u(xg) = —/ Px) dv (110)
47 D T

Dla dwoch wymiaréw rozwigzanie Poissona w obszarze nieograniczonym przybiera postac:

1

u(xg) = o

/ p(x)In = ds (111)
D T

Matematyczne wprowadzenie do mechaniki ptynow 33



