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1 PRZESTRZE� EUKLIDESOWA - WEKTOR PO�O�ENIA
Rysunek 1: Wektor x w kartezja«skim ukªadzie wspóªrz�dny
h z zazna
zonymi k¡tami mi�dzyosiami wspóªrz�dny
hwektora
h i i
h uogólnienie na wi�ksz¡ li
zb� wymiarów. Wspóªrz�dne wektora x wyra»aj¡si� przez 
osinusy kierunkowe nast�puj¡
o:

x1 = |x| cosα, x2 = |x| cos β, x2 = |x| cos γ (1)Wektor x, z u»y
iem wektorów bazowy
h mo»na przedstawi¢ jako kombina
j� liniow¡ li
zb(skalarów) i wektorów bazowy
h:
x = x1e1 + x2e2 + x3e3 (2)Wygodnie jest uwolni¢ si� reprezenta
ji wektora w posta
i strzaªki i jego zwi¡zkuz ukªadem wspóªrz�dny
h. Wektor x mo»na uto»samia¢ z uporz¡dkowan¡ trójk¡ li
zb

x = (x1, x2, x3).Zbiór wszystki
h uporz¡dkowany
h 
i¡gów trze
h (lub dwó
h) li
zb nazwa si� (wektorow¡)przestrzeni¡ euklidesow¡. T� trójk� li
zb b�dziemy nazywa¢ wektorem lub punktem prze-strzeni euklidesowej. Elementy tej przestrzeni speªniaj¡ pewne formalne wªasno±
i.Elementem zerowym przestrzeni euklidesowej jest po
z¡tek ukªadu wspóªrz�dny
h tzn.wektor, którego wszystkie wspóªrz�dne s¡ równe zero. W przestrzeni euklidesowej karte-zja«skiej okre±lone s¡ dziaªania dodawania i mno»enia przez li
zb� rze
zywist¡ a:
x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3), ax = (ax1, ax2, ax3) (3)Wprowadza si� ilo
zyn skalarny dwó
h wektorów:

x · y =
3
∑

k=1

xiyi (4)Przy pomo
y ilo
zynu skalarnego mo»na zde�niowa¢ norm� (dªugo±¢) wektora:
|x| = (x · x)

1

2 =

(

3
∑

1

x2i

)
1

2 (5)Przy pomo
y ilo
zynu skalarnego mo»na tak»e mierzy¢ k¡t miedzy dwoma wektorami.
(x,y) = |x|y| cos φ (6)2 Henryk Kudela



1 PRZESTRZE� EUKLIDESOWA - WEKTOR PO�O�ENIADe�ni
ja 1.1. Mówimy, »e dwa wektory s¡ do siebie ortogonalne gdy i
h ilo
zyn skalarnyjest równy zeru (x,y) = 0.Powy»szy fakt wykorzystuje si� do okre±lenia wspóªrz�dny
h wektora x w ortogonal-nym ukªadzie wspóªrz�dny
h ei. Mianowi
ie xi = x · eiIlo
zyn skalarny wektora x przez wektor jednostkowy n odpowiada projek
ji wektora x nakierunek n.Warto±¢ ilo
zynu skalarnego wektorów bazowy
h wygodnie jest zapisa¢ przy pomo
y sym-bolu delty Kronekera
ei · ej = δij (7)gdzie symbol δij de�niuje si� nast�puj¡
o:

δij =

{

1 je»eli i = j,
0 je»eli i 6= j. (8)Dalej, aby upro±
i¢ zapis i ka»dorazowo nie pisa¢ znaku sumy, b�dziemy wykorzystywa¢konwen
j� suma
yjn¡: je»eli w 
zªonie wyst�puje powtarzaj¡
y si� indeks (we wzorze 4indeks i) to 
zªon podlega sumowaniu od i = 1 do i = 3 (lub i = 2). W wi�
 x · y = xiyi.Dowodzi si� nast�puj¡
ego twierdzenia [?℄:Twierdzenie 1.1. Nie
h ,x,y, z ∈ R3 i nie
h a b�dzie li
zb¡ rze
zywist¡. Wtedy1. |x| ≥ 0;2. |x| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0;3. |ax| = |a||x|;4. |x · y| ≤ |x||y|;5. |x+ y| ≤ |x|+ |y|;6. |x− z| ≤ |x− y|+ |y − z|Jednym z podstawowy
h poj�¢ wykorzystywany
h w �zy
e, a w sz
zególno±
i w me-
hani
e o±rodka 
i¡gªego i me
hani
e pªynów jest poj�
ie pola. Posªugujemy si� polemskalarnym, wektorowym, tensorowym. Dla wygody de�niujemy i u±
i±lany obe
nie pewnedobrze znane de�ni
je i okre±limy pewny opera
je, które dokonywane s¡ na ty
h pola
h.De�ni
ja 1.2. Polem skalarnym nazywamy funk
j� f która ka»demu punktowi x, y, zpewnego obszaru przyporz¡dkowuje li
zb�.Polem skalarnym jest wi�
 funk
ja rze
zywista. Przykªadami �zy
znymi pól skalarny
hs¡ rozkªady temperatury, g�sto±
i materii, 
i±nienia. Warto±¢ funk
ji skalarnej za
howujeswoj¡ warto±¢ przy zamianie wspóªrz�dny
h x1, x2, x3 na x′1, x′2, x′3 przez dokonanie obrotuukªadu wspóªrz�dny
h.

f(x1, x2, x3) = f(x′1, x
′
2, x

′
3) (9)Innym, fundamentalnym polem dla me
haniki jest pole wektorowe. Trady
yjnie wek-tor rozumie si� wielko±¢ �zy
zn¡, która posiada "wielko±¢, kierunek i zwrot". Wielko±
iMatematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 3



2 TENSORY RZ�DU DRUGIEGO
Rysunek 2: Przykªadowy obraz pola wektorowego pr�dko±
i. Wielko±¢ strzaªek jest propor
jonalnado moduªu wektora pr�dko±
ite obrazuje si� przy pomo
y strzaªek -od
inków, który
h dªugo±¢ propor
jonalna jest dowielko±
i wektora z odpowiednio skierowanym grotem strzaªki.De�ni
ja 1.3. Polem wektorowym nazywamy funk
j�, która ka»demu punktowi w usta-lonym obszarze przestrzeni przypisuje wektor.Przykªadowo na pªasz
zy¹nie x1, x2 pole wektorowe v opisane jest przez dwie funk
jerze
zywiste u(x, y) i v(x, y), które w zapisie kartezja«skim ma posta¢:

v(x, y) = u(x, y)e1 + v(x, y)e2 (10)2 Tensory rz�du drugiegoW me
hani
e do opisu zjawisk, opró
z funk
ji skalarny
h i wektorowy
h zmuszeni jeste±myposªugiwa¢ si� równie» obiektami nazwanymi tensorami. Sz
zególnie b�d¡ nam potrzebnetensory rz�du drugiego. Je»eli wektor przedstawiamy jako uporz¡dkowan¡ trójk� li
zb totensor rz�du drugiego w ogólnym przypadku wymaga dziewi�
iu. W naszym wykªadzie ztensorem rz�du drugiego spotkamy si� przy opisie deforma
ji elemetów pªynu i napr�»e«.Dla dalszy
h 
elów przez tensor b�dziemy rozumieli liniow¡ funk
j� wektorow¡ T, któraka»demu wektorowi a przypisuje równie» wektor Ta = b. Liniowa funk
ja wektorowanazywana tensorem speªnia warunki:1. T(a+ b) = Ta+Tb dla wszystki
h wektorów a,b ∈ E32. T(αa) = αTa dla α ∈ R oraz a ∈ E3Dwa tensory S i T uwa»amy za równe je»eli S a = T a dla wszystki
h wektorów a ∈
E3. De�niuje si� tensor identy
zno±
iowy I oraz tensor zerowy O. Tensor jednostkowypozostawia wektor a niezmieniony Ia = a natomiast Oa = 0 dla ka»dego a ∈ E3.Zbiórwszystki
h tensorów rz�du drugiego tworzy przestrze« liniow¡ L.4 Henryk Kudela



Reprezenta
ja tensora rz�du drugiego w prostok¡tnym ukªadzie kartezja«skim2.1 Reprezenta
ja tensora rz�du drugiego w prostok¡tnym ukªadzie kar-tezja«skimRozpatrzmy skªadowe wektora b jako efekt dziaªania tensora T na wektor a = aiei 
zyli
b = Ta. Skªadowe bi wektora b obli
zamy jako bi = ei · b. St¡d otrzymujemy

bi = ei · b = ei ·Ta = ei ·T(a1e1 + a2e2 + a3e3)

= a1ei ·Te1 + a2ei ·Te2 + a3ei ·Te1
(11)Wspóªrz�dne tensora de�niuje si� jako

Tij = ei ·Tej (12)Z równania (11) wida¢, »e i− ta skªadowa wektora b = Ta jest kombina
j¡ liniow¡ (sum¡)skªadowy
h tensora T i wspóªrz�dny
h ai wektora a

bi = Tijaj (13)Tak wi�
 wspóªrz�dne tensora Tij s¡ wspóª
zynnikami liniowej rela
ji pomi�dzy skªadowymiwektora a i wektora b. Zwykle przedstawia si� je w posta
i ma
ierzy wspóª
zynników [T ]wzgl�dem ukªadu wektorów bazowy
h (e1, e2, e3)

[T ] =





T11 T12 T13
T21 T22 T23
T31 T32 T33



 (14)Dziaªanie tensora T mo»na przedstawi¢ w zapisie ma
ierzowym




b1
b2
b3



 =





T11 T12 T13
T21 T22 T23
T31 T32 T33









a1
a2
a3



 (15)Transpozy
ja ma
ierzy [T] ozna
zana jako [T ]T a jego wspóªrz�dne wyra»aj¡ si� przezwspóª
zynniki ma
ierzy Tij [T]T ij = [T]ji. Tak jak skªadowe wektora zale»¡ od przyj�tegoukªadu wspóªrz�dny
h, tak równie» skªadowe tensora b�d¡ zale»e¢ od przyj�tego ukªaduwspóªrz�dny
h. Reprezenta
ja ma
ierzowa tensora pozwala traktowa¢ kolumny ma
ierzyjako wektory, które s¡ obrazami wektorów bazowy
h ei. Przykªadowo dla wektora e1 mamy
Te1 = T11e1 + T21e2 + T31e3 = Tj1ej (16)a wi�
, uogólniaj¡
 wynik z równania (16)

Tei = Tjiej (17)Reprezenta
j� ma
ierzow¡ tensora T mo»na wi�
 przedstawi¢ nast�puj¡
o
[T] = ([Te1], [Te2], [Te3]) (18)Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 5



Przykªady tensorów rz�du drugiego
Rysunek 3: Obrót wektora v o zadany k¡t θ.2.2 Przykªady tensorów rz�du drugiego1. Obrót wektora u o zadany k¡t θ. Dziaªanie prowadz¡
e do obrotu wektora u ozadany k¡t θ mo»na wyrazi¢ przez tensor rz�du drugiego Q (rys. W sz
zególno±
i dlabazy ei may

Qe1 = cos θe1 + sin θe2, Qe2 = cos θe2 − sin θe1, Qe3 = e3 (19)Ma
ierz tensora obrotu ma posta¢:
[Q] =





cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1



 (20)2. Tensor identy
zno±
iowy. Liniowa transforma
ja, która nie zmienia wektora na-zywa si� tensorem idety
zno±
iowym i ozna
zana jest przez I. Mamy Ia = a, a wie
w sz
zególno±
i Iei = ei. Skªadowe tensora identy
zno±
iowego maj¡ posta¢
Iij = ei · Iej = ei · ej = δij (21)a ma
ierz wspóªrz�dny
h ma posta
i ma
ierzy jednostkowej

[I] =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 (22)3. Tensor rzutowania. Dziaªania maj¡
e na 
elu rzutowania wektora v na zadanykierunek wyzna
zony jednostkowym wektorem s mo»na przedstawi¢ przy pomo
ytensora P (rys.
Pv = (v · s)s (23)4. Tensor zwier
iadlanego odbi
ie wektora. Przeksztaª
enie wektora v prowadz¡
edo jego odbi
ia zwier
iadlanego wzgl�dem ustalonej pªasz
zyzny,na przykªad wzgl�-dem pªasz
zyzny do której wektor e1 jest prostopadªy mo»na wyrazi¢ przez tensorrz�du drugiego nast�puj¡
o:

Z(v) = v − 2(v · e1)e1 (24)6 Henryk Kudela



3 LINIOWA PRZESTRZE� WEKTOROWA
Rysunek 4: Rzutowanie wektora s na kierunek wektora s.Zwró¢my uwag�,»e druga 
z�±¢ wyra»enia po prawej stronie przedstawia rzutowaniewektora v na kierunek e1. Nowy wektor ma wspóªrz�dne Z(v) = (−v1, v2, v3) ama
ierz wspóªrz�dny
h dla tego tensora jak ªatwo wyzna
zy¢ z zale»no±
i eiZ(ej) =

Zij ma posta¢:
[Z] =





−1 0 0
0 1 0
0 0 1



 (25)
Rysunek 5: Przeksztaª
enie wektora v w jego odbi
ie zwier
iadlane.Przykªad 1. Ciaªo sztywne obra
a si� o 90o wzgl�dem osi prostopadªej do pªasz
zyznyrysunku (wzgl�dem osi e3. Wyzna
zy¢ ma
ierz reprezentuj¡
¡ ten obrót.Rozwi¡zanie.3 Liniowa przestrze« wektorowaPowy»sze wªasno±
i przestrzeni euklidesowej okazaªy si� niezwykle przydatne w badaniuinny
h obiektów matematy
zny
h i zde�niowaniu abstrak
yjnej liniowej przestrzeni wek-torowej.De�ni
ja 3.1. Przestrzeni¡ wektorow¡ ̥ nazywamy zbiór elementów (wektorów) dla któ-ry
h speªnione s¡ nast�puj¡
e aksjomaty:1. Dla ka»dej pary wektorów u,v ∈ ̥, suma wektorów u + v ∈ ̥, ( tzn. przestrze« ̥jest domkni�ta na opera
j� dodawania)Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 7



4 OPERACJE RÓ�NICZKOWE NA POLACH SKALARNYCH IWEKTOROWYCH2. u+ v = v+ u (dodawanie jest przemienne)3. (u+ v) +w = v + (u+w) (dodawanie jest ª¡
zne)4. istnieje element zerowy, taki »e dla ka»dego u ∈ ̥ za
hodzi u+ 0 = u5. Istnieje mno»nik 1 taki »e 1u = u6. dla u,v ∈ ̥ oraz skalarów α i β za
hodzi (α+β)u = αu+βu oraz α(u+v) = αu+αuW dalszym toku wykªadów najwa»niejszym dla nas przykªadem przestrzeni wektorowejb�dzie przestrze« funk
ji 
aªkowalny
h z kwadratem. Przykªadowo dla funk
ji jednej zmien-nej, zbiór wszystki
h funk
ji, dla dla której istnieje na od
inku [a, b] 
aªka ∫ b
a
f(x)2 < ∞.Przestrze« t� b�dziemy ozna
za¢ L2 [?℄. �atwo sprawdzi¢, »e speªnione s¡ aksjomaty prze-strzeni wektorowej.W przestrzeni L2 ilo
zyn skalarny de�niujemy jako

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx (26)A wi�
 norm¡ funk
ji f(x) na przedziale x ∈ [a, b] w przestrzeni L2 jest
‖ f(x) ‖=

√

∫ b

a

f(x)2dx (27)Podpunkt 4 i 5 twierdzenia 1 przyjmuj¡ posta¢ nierówno±
i [?℄:
[∫ b

a

f(x)g(x)dx

]2

≤

∫ b

a

[f(x)]2dx ·

∫ b

a

[g(x)]2dx (28)
∫ b

a

(f + g)2dx ≤

(∫ b

a

[f(x)]2dx

)

1

2

+

(∫ b

a

[g(x)]2dx

)

1

2

. (29)Nierówno±¢ (28) nazywna si� nierówno±
i¡ S
hwarza, a nierówno±¢ (29) nierówno±
i¡ Min-kowskiego.4 Opera
je ró»ni
zkowe na pola
h skalarny
h i wektorowy
hW ra
hunku wektorowym niezwykle wa»nym 
zynnikiem jest nadawanie formuªom lub pra-wom �zy
znym, w które uwikªane s¡ pola wektorowe lub skalarne zwi�zªy
h form. Stajesi� to sz
zególne wa»ne, w zastosowania
h, w który
h pojawiaj¡ si� funk
je wielu zmien-ny
h i posªugujemy si� po
hodnymi 
z¡stkowymi. Aby stworzy¢ matematykom i �zykommo»liwo±
i zwartej i zwi�zªej prezenta
ji twierdze« oraz formuªowania pewny
h �zy
zny
hidei w XIX wieku William Roven Hamilton z innymi wprowadziª operatory ró»ni
zkowegradientu, dywergen
ji i rota
ji.8 Henryk Kudela



Gradient funk
ji4.1 Gradient funk
jiW analizie funk
ji wielu zmienny
h i ra
hunku wektorowym z gradientem funk
ji φ(x, y, z)spotykamy si� przy obli
zaniu liniowego przyrostu (zmiany) tej funk
ji przy zmianie war-to±
i zmienny
h (x1, x2, x3) na (x1 +∆x1, x2 +∆x2, x3 +∆x3). A mianowi
ie
dφ = φ(x1 +∆x1, x2 +∆x2, x3 +∆x3)− φ(x1, x2, x3)

=
∂φ

∂x1
∆x1 +

∂φ

∂x2
∆x2 +

∂φ

∂x3
∆x3 = (

∂φ

∂x1
,
∂φ

∂x2
,
∂φ

∂x3
) · (∆x1,∆x2,∆x3)

(30)Wektor utworzony z po
hodny
h 
z¡stkowy
h funk
ji skalarnej nazywany jest gradientemfunk
jiDe�ni
ja 4.1. Gradientem funk
ji f(x, y, z), który b�dziemy ozna
za¢ jako ∇f lub gradf ,nazywamy wektor
∇f = (

∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z
) (31)Gradient funk
ji f pojawia si� we wzorze na po
hodn¡ kierunkow¡ funk
ji. Nie
h so =

(cosα1, cosα2, cosα3) b�dzie wektorem jednostkowym, opisuj¡
ym kierunek prostej l wprzestrzeni R3. K¡ty αi s¡ k¡tami na
hylenia prostej l wzgl�dem osi ukªadu ei. Wybierzmyna prostej l punkt P (x1, x2, x3) i s¡siaduj¡
y z nim punkt P ′(x1+t cosα1, x2+t cosα2, x3+
t cosα3).

Rysunek 6: Po
hodna kierunkowa - szybko±
i zmiany funk
ji f w wzdªu» prostej, którejkierunek zadany jest wektorem jednostkowym soDe�ni
ja 4.2. Po
hodn¡ kierunkow¡ funk
ji φ w punk
ie x w kierunku wektora jednost-kowego so de�niujemy jako
lim

|P ′−P |→0

f(P ′)− f(P )

|P ′ − P |
= lim

t→0

f(x+ tso)− f(x)

t
(32)Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 9



Operator dywergen
jiDowodzi si� nast�puj¡
ego twierdzenia [?,?℄:Twierdzenie 4.1. Zaªó»my, »e funk
ja f(x, y, z) ma 
i¡gªe po
hodne 
z¡stkowe i nie
hkierunek prostej l zadany jest wektorem jednostkowym
s0 = (cos(α1), cos(α2), cos(α3)), gdzie αi s¡ k¡tami na
hylenia prostej wzgl�dem osi ukªadu.Po
hodna kierunkowa funk
ji f(x1, x2, x3) w kierunku prostej l wyra»¡ si� wzorem

df

dl
= ∇f · s0 (33)Zauwa»my, »e po
hodn¡ kierunkow¡ niekonie
znie musimy li
zy¢ wzgl�dem prostej l.Je»eli zadana jest krzywa, R → R3, c(t) = (x(t), y(t), z(t)) to po
hodna funk
ji f(c(t)) =

h(t) wzdªu» krzywej c(t) na mo
y twierdzenia o ró»ni
zkowaniu funk
ji zªo»onej wyra»asi� wzorem [?℄
dh

dt
=
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt
+
∂f

∂z

dz

dt
= ∇f(c(t)) · c′(t) . (34)W ra
hunku wektorowym ∇ przedstawia si� równie» w posta
i operatorowej jako

∇ =

(

∂

∂x1
e1 +

∂

∂x1
e2 +

∂

∂x1
e1

) (35)4.2 Operator dywergen
jiOperator dywergen
ji b�dziemy ozna
za¢ jako div lub jako operator ∇ z kropk¡ ozna
za-j¡
¡ ilo
zyn skalarny ∇·.Nie
h v b�dzie zadanym polem wektorowym v = (v1(x, y, z), v2(x, y, z), v3(x, y, z))De�ni
ja 4.3. Dywergen
j¡ pola wektorowego v nazywamy funk
j� skalarn¡:
div v =

∂v1
∂x

+
∂v2
∂y

+
∂v3
∂z

(36)U»ywaj¡
 konwen
ji suma
yjnej i ozna
zaj¡
 zmienne (x, y, z) jako (x1, x2, x3) dywer-gen
j� mo»na wyrazi¢ nast�puj¡
o
div v = ∇ · v =

∂vi
∂xi

(37)Ina
zej dywergen
ja wyra»¡ si� jako ilo
zyn skalarny operatora∇ i wektora v. Mo»na poku-si¢ si� od razu o nadanie dywergen
ji pewnej interpreta
ji �zy
znej. Najpierw wyobra¹mysobie, »e zadane jest jednowymiarowe pole pr�dko±
i v = v(x)e1. Jednowymiarowym od-powiednikiem warto±
i dywergen
ji dla takiego pola jest warto±¢ po
hodnej dv
dx
. Je»eli nazadanym od
inku [a ≤ x ≤ b] dywergen
ja fracvdx > 0 to zna
zy, »e pªyn b�dzie opusz-
zaª ten od
inek. Je»eli fracvdx < 0 to zna
zy pªyn b�dzie si� akumulowaª na zada-nym od
inku. W przypadku wielowymiarowym dywergen
ja jest kombina
j¡ po
hodny
hpo skªadowy
h pola wektorowego b�dzie wyra»aªa �zy
znie fakt, 
zy pªyn b�dzie wypy-
hany (pªyn b�dzie si� rozbiegaª lub ina
zej podlegaª dywergen
ji) z obszaru kontrolnego10 Henryk Kudela



Operator dywergen
ji
Rysunek 7: S
hematy
zne przedstawienie znaku dywergen
ji div v

div v > 0) 
zy te» b�dzie si� w nim akumulowaª w obszarze div v < 0 (rys. 7). Istniejezwi¡zek pomi�dzy obj�to±
i¡ 
ie
zy opusz
zaj¡
ej obszar ograni
zony powierz
hni� S adywergen
j¡. Aby wydoby¢ pewne bardziej �zy
zne wªasno±
i dywergen
ji poªo»ymy si�metod¡ powsze
hnie stosowana w wielu podr�
znika
h, bilansu masy dla maªy
h obj�to±
i(sze±
ianów) [?℄.Rozwa»my in�nitezymalny sze±
ian o obj�to±¢ dυ = dxdydz (rys.8) Obj�to±¢ 
ie
zy, która
Rysunek 8: Strumie« obj�to±
i opusz
zaj¡
y niesko«
zenie maªy sze±
ian o boka
h
dx1, dx2, dx3 przez dwie, równolegªe ±
iany odlegle od siebie od dx1opusz
za sze±
ian w jednost
e 
zasu przez praw¡ ±
ian� sze±
ianu, prostopadª¡ do osi e1mo»na napisa¢, »e równa si� v·n = v1(x1+dx, x2, x3)dx2dx3, (n = e1), natomiast przez po-wierz
hni� lew¡, prostopadª¡ do osi e1 równa si� v ·n = −v1(x1, x2, x3)dx2dx3, (n = −e1).Zna
zy to, »e obj�to±¢ 
ie
zy jaka wypªywa z tego sze±
ianu przez te dwie ±
iany do sie-bie równolegªe jest równa (v1(x1 + dx1, y, z) − v1(x1, x2, x3))dυ = ∂v1

∂x1
dυ. Powtarzaj¡
 torozumowanie dla pozostaªy
h dwó
h kierunków osi x2 i x3 a nast�pnie dodaj¡
 do siebieefekt bilansu obj�to±
i 
ie
zy opusz
zaj¡
ego sze±
ian otrzymujemy, »e sumary
zna obj�-to±¢ 
ie
zy opusz
zaj¡
a sze±
ian w jednost
e 
zasu jest równa

dqv =

(

∂v1
∂x1

+
∂v2
∂x2

+
∂v3
∂x3

)

dυ = ∇ · vdυ (38)gdzie dυ = dx1dx2dx3 jest obj�to±
i¡ sze±
ianu. A wie
 div v = dqv
dυ

wyra»a wzgl�dn¡zmian� obj�to±
i 
ie
zy opusz
zaj¡
¡ in�nitezymaln¡ obj�to±¢ dυ. Istnieje zwi¡zek 
aªkowypomi�dzy ilo±
i¡ pªynu opusz
zaj¡
¡ zadan¡ obj�to±¢ w jednost
e 
zasu (strumieniem) a
aªk¡ z dywergen
ji.Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 11



Operator dywergen
jiPodamy teraz de�ni
j� strumienia pola pr�dko±
i. Nie
h b�dzie zadane pole wektorowe
v = v1(x1, x2, x3)e1 + v2(x1, x2, x3)e2 + v3(x1, x2, x3)e3 (39)oraz powierz
hnia S w przestrzeni R. Nie
h w ka»dym punk
ie powierz
hni S zadany jestjednostkowy wektor n normalny skierowany na zewn¡trz powierz
hni S (rys. 9). Przj�-
ie jednostkowego wektora normalnego zadanego zwi¡zanego z powierz
hni¡ powoduje, »epowierz
hnia staje si� zorientowana. Wektor normalny przypisany jest do strony "dodat-niej"powierz
hni S i wskazuje kierunek od strony "ujemnej"do strony "dodatniej"powierz
hni.De�ni
ja 4.4. Strumieniem obj�to±
i qv przez powierz
hni� S nazywamy 
aªk� powierz
h-niow¡

qv =

∫

S

u · ndS. (40)

Rysunek 9: Powierz
hnia zorientowana z jednostkowym wektorem normalnym do powierz
hniWarto±¢ strumienia jest ujemna je»eli kierunek przepªywu jest prze
iwny do kierunkuwektora normalnego. Zauwa»my, »e we wzorze (40) wyst�puje ilo
zyn skalarny u·n = ui ni.Warto±¢ tego ilo
zynu sklarnego równa si� rzutowi wektora v na kierunek normalny. Narysunku 9 pokazano wektor v, jednostkowy wektor normalny n, rzut wektora v na kierunekwektora normalnego jak równie» ró»ni
zkowy element powierz
hni. Caªka po powierz
h-niowa po powierz
hni S jest sum¡ skªadowej normalnej pomno»onej przez odpowiadaj¡
ejjej elementowi ró»ni
zkowemu powierz
hni.Zwi¡zek pomi�dzy 
aªk¡ obj�to±
iow¡ z dywergen
ji a strumieniem obj�to±
i zawiera si� wtwierdzeniu Gaussa-Ostrogradzkiego [?℄.12 Henryk Kudela



Operator rota
jiTwierdzenie 4.2. Dla dowolnego, dostate
znie gªadkiego (ró»ni
zkowalnego) pola wektoro-wego v zadanego w obszarze Ω ograni
zonego dostate
znie gªadk¡ powierz
hni¡ S za
hodzi:
∫

Ω
div vdυ =

∫

S

v · ndS (41)

Rysunek 10: Twierdzenie Gaussa�Ostrogradzkiego. Obj�to±¢ Ω jest ograni
zona powierz
h-ni¡ zamkni�t¡ S. Caªka z dywergen
ji po obj�to±¢ równa si� 
aª
e po powierz
hni ze stru-mienia pola wektorowego4.3 Operator rota
jiOperator rota
ji dla dowolnego, dostate
znie gªadkiego pola pola wektorowego v = (v1, v2, v3)we wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h jest zde�niowany nast�puj¡
o:
rot v =

(

∂v3
∂x2

−
∂v2
∂x3

)

e1 +

(

∂v1
∂x3

−
∂v3
∂x1

)

e2 +

(

∂v2
∂x1

−
∂v1
∂x2

)

e3 (42)A wi�
 dziaªanie operatora rot na wektor daje w wyniku równie» wektor. Wykorzystuj¡
posta¢ wektorow¡ operatora ∇ przedstawion¡ w równaniu (31) rota
j� mo»na wyrazi¢ jakoilo
zyn wektorowy operatora ∇ = ( ∂
∂x1

, ∂
∂x2

, ∂
∂x3

) i wektora v

∇× v =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 e2 e3
∂

∂x1

∂

∂x2

∂

∂x3
v1 v2 v3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂

∂x2

∂

∂x3
v2 v3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂

∂x1

∂

∂x2
v1 v2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e2 +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂

∂x1

∂

∂x2
v1 v2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e3 .

(43)
U»y
ie zapisu przy pomo
y wyzna
znika sªu»y jedynie do ªatwego zapami�tania jak obli
za¢skªadowe wektora rot v. Ilo
zyn wektorowy mo»na zapisa¢ w konwek
ji suma
yjnej zaMatematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 13



Operator rota
jipomo
¡ indeksów. W tym 
elu wprowadza si� symbol permuta
yjny Leviego�Civity εijk
εijk =











1 je»eli ijk stanowi¡ parzyst¡ permuta
j� indeksów 123

−1 je»eli ijk stanowi¡ nieparzyst¡ permuta
j� indeksów 123

0 je»eli indeksy si� powtarzaj¡ (44)Li
zba wszystki
h mo»liwy
h permuta
ji 
yfr 1 2 3 wynosi 6. Dla ªatwego zapami�tywaniaparzysty
h permuta
ji, a wi�
 sytua
ji gdy εijk = 1 i nieparzysty
h gdy εijk = −1 mo»nasi� posªu»y¢ rys. (11).Ilo
zyn wektory wektorów u i v mo»na wyrazi¢ nast�puj¡
o
Rysunek 11: Parzysta +1 i nieparzysta −1 permuta
ja indeksów 1 2 3

w = u× v = εijkujvkei (45)Skªadowe wektora w = (w1, w2, w3) wyra»aj¡ si� nast�puj¡
o
wi = εijkujvk i, j, k = 1, 2, 3 (46)Sumowanie po wska¹nika
h ªatwo dokona¢ poniewa» gdy jeden z indeksów jest ustalony topozostaªe dwa mog¡ przyjmowa¢ tylko warto±
i ró»ne od tego ustalonego, a wie


w1 = u2v3 − u3v2 (47)
w2 = u3v1 − u1v3 (48)
w3 = u1v2 − u2v1 (49)Jak ju» powiedziano wy»ej skªadowe wektora b�d¡
ego ilo
zynem wektorowym wektorów

u oraz u równie» mo»na wyzna
za¢ przy pomo
y wyzna
znika (43)
u× u =





e1 e2 e3
u1 u2 u3
v1 v2 v3



 . (50)Wektor u × v jest prostopadªy do pªasz
zyzny rozpi�tej na wektora
h u i v a jego moduª
| u× v | jest równy si� polu równolegªoboku rozpi�tego na wektora
h u i v.Ilo
zyn wektorowy nie jest przemienny, ale speªnia warunek sko±nej symetrii14 Henryk Kudela



Operator rota
ji
Rysunek 12: Ilo
zyn wektorowy u× u

u× v = −v × u (51)Przy pomo
y ilo
zynu skalarnego i ilo
zynu wektorowego dowolny wektor a w pobli»upªasz
zyzny, z wektorem jednostkowym normalnym n mo»na rozªo»y¢ na skªadow¡ nor-maln¡ do pªasz
zyzny i sty
zn¡ pªasz
zyzny nast�puj¡
o:
a = (a · n)n+ (n× a)× n (52)Prawdziwo±¢ wzoru (52) mo»na sprawdzi¢ nast�puj¡
ym ra
hunkiem

ai = aj nj ni + εijk(εjlm nl am)nk

= aj nj ni + εijkεjlmam nl nk

= aj nj ni + (δklδim − δkmδil)am nl nk

= aj nj ni + ai nk nk − ak ni nk

= ai nk nk

(53)W powy»szym ra
hunku wykorzystano fakt,»e wektor n jest wektorem jednostkowym i
nk nk = 1 oraz wykorzystano nast�puj¡
¡ to»samo±¢ wi¡»¡
¡ delt� Korne
era z symbolempermuta
yjnym

εijk εimn = δjmδkn − δjnδkm (54)Zadanie 1Wykorzystuj¡
 to»samo±¢ (54) wykaza¢, »e εijk εijk = 6Zde�niujemy jesz
ze ilo
zyn mieszany trze
h wektorów [?℄:
[u,v,w] = (u× v) ·w = u · (v ×w) (55)Ilo
zyn mieszany trze
h wektorów jest równy 
o do warto±
i bezwzgl�dnej obj�to±
i rów-nolegªo±
ianu rozpi�tego na trze
h wektora
h

V (u,v,w) = |[u,v,w]| =





u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3



 (56)Ilo
zyn mieszany wektorów bazowy
h [ei, ej , ek] jest równy symbolowi permuta
yjnemuMatematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 15



Interpreta
ja kinematy
zna wirowo±
i
Rysunek 13: Interpreta
ja geometry
zna ilo
zynu mieszanego trze
h wektorów u · (v×w)Laviego-Civity εijk:

(ei × ej) · ek = εijk (57)Ilo
zyn mieszany równo si� zeru, je»eli dwa wektory wyst�puj¡
e w ilo
zynie [u,v,w] s¡takie same lub do siebie równolegle.Trzy wektory u,v,w s¡ liniowo niezale»ne, a wie
 mog¡ tworzy¢ baz�, je»eli i
h ilo
zynmieszany jest ró»ny od zera u · (v ×w) 6= 0.Traktuj¡
 operator ∇ jak wektor o skªadowy
h ( ∂
∂x1

, ∂
∂x2

, ∂
∂x3

) rota
j� wektora ∇×v mo»nawyrazi¢ jako:
∇× v = εijk

∂

∂xj
vkei (58)W me
hani
e pªynów, któr¡ b�dziemy zajmowa¢ si� dalej wektor rot z pola pr�dko±
iodgrywa pierwszorz�dn¡ rol� w badania
h nad ru
hem pªynów. Wektor ten zostaª nazwanywirowo±
i¡. Dlatego po±wi�
imy jesz
ze tro
h� miejs
a nad interpreta
j¡ kinematy
zn¡pola wirowo±
i.4.4 Interpreta
ja kinematy
zna wirowo±
iRozpatrzymy jaki za
hodzi zwi¡zek pomi�dzy rota
j¡ pola pr�dko±
i liniowej punktów
iaªa obra
aj¡
ego si� dookoªa osi z pr�dko±
i¡ k¡tow¡ ωos = (ωos1 , ωos2 , ωos3) (rys.15).Zakªadamy, »e o± obrotu prze
hodzi przez po
z¡tek ukªadu wspóªrz�dny
h, a promie«wodz¡
y ma wspóªrz�dne r = (x1, x2, x3). Pr�dko±¢ liniowa dowolnego punktu (x1, x2, x3)wyra»a si� wzorem

v(x, t) = ωos × r (59)Zgodnie ze wzorem (42) pole pr�dko±
i mo»na zapisa¢ jako
v =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 e2 e3
∂

∂x1

∂

∂x2

∂

∂x3
ωos1 ωos2 ωos3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(60)16 Henryk Kudela



Interpreta
ja kinematy
zna wirowo±
iSt¡d rota
ja pola pr�dko±
i liniowej bryªy sztywnej wynosi
rot v =

[

∂

∂x2
(ωos1x2 − ωos2x1)−

∂

∂x3
(ωos3x1 − ωos1x3)

]

e1+

[

∂

∂x3
(ωos2x3 − ωos3x2)−

∂

∂x1
(ωos1x2 − ωos2x1)

]

e2+

[

∂

∂x1
(ωos3x1 − ωos1x3)−

∂

∂x2
(ωos3x3 − ωos3x1)

]

e3

= 2(ωos1e1 + ωos2e2 + ωos3e3) = 2ωos

(61)
Z przedstawiony
h wy»ej ra
hunków wida¢, »e obrót bryªy sztywnej z pr�dko±
i¡ k¡tow¡
ωos daje wirowo±¢ pola pr�dko±
i punktów bryªy sztywnej równ¡ podwojonej warto±
iwektora pr�dko±
i k¡towej bryªy

ωos =
1

2
rot v. (62)

Rysunek 14: Obrót 
iaªa sztywnego wokóª osi ωcsJe»eli wektor pr�dko±
i k¡towej pokrywa si� lub jest równolegªy do osi z, to pole pr�d-ko±¢ bryªy sztywnej ma tylko dwie skªadowe pr�dko±
i ró»ne od zera, a wie
 v = (u, v, 0).W takim przepadku, ªatwo sprawdzi¢, korzystaj¡
 ze wzoru (43), wektor wirowo±
i maró»n¡ od zera tylko jedn¡ skªadow¡, skierowan¡ wzdªu» osi z, ω = (0, 0, ω3), ω3 =
∂v
∂x

− ∂u
∂y
.Innym,opró
z obrotu 
iaªa staªego, niezwykle wa»nym z punktu widzenia me
haniki pªy-nów, kinematy
zn¡ przy
zyn¡ generuj¡
¡ wirowo±¢ jest przepªyw ze ±
inaniem. Jest to prze-pªyw dla którego pr�dko±¢ zmienia si� w kierunku prostopadªym do kierunku przepªywu.Dla prostoty rozpatrzmy, jednowymiarowy rozkªad pola pr�dko±
i pªynu, w pobli»u ±
iany

v = (u(y), 0, 0), (rys. ??). Na ±
ianie, wskutek lepko±
i, pr�dko±¢ pªynu jest zawsze równapr�dko±
i ±
iany. A wie
 dla nieru
homej ±
iany pr�dko±¢ pªynu jest równa zeru. W prak-ty
e, okazuje si�, »e z pewnym przybli»eniem dziaªanie lepko±
i ograni
za si� do warstwy ogrubo±
i δ w pobli»u ±
iany. W warstwie rozkªad pr�dko±
i u(y) mo»na aproksymowa¢ np.wielomianem
u(y) ≈

{

U
(

2y
δ
− y2

δ2

)dla 0 ≤ y ≤ δ

Udla y > δ
(63). Wielomian jest tak dobrany aby na grani
y warstwy speªnione byªy warunki u(δ) = U ,oraz du/dy|y=δ = 0 a na ±
inanie dla y = 0, u(0) = 0 Wirowo±¢ ma warto±¢ maksymaln¡Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 17



Cyrkula
ja pola pr�dko±
i i twierdzenie Stokes'a

Rysunek 15: Obrót 
iaªa sztywnego wokóª osi ωcs równolegªej do osi z. Wektor wirowo±
iposiada tylko jedn¡ skªadow¡ ró»n¡ od zera ω3 =
∂v
∂x

− ∂u
∂y±
ianie. Poza warstw¡ y > δ wirowo±¢ ω → 0 St¡d mamy przesªank�, »e ±
iana sztywnajest ¹ródªem wirowo±
i.Wirowo±¢ jest równa

Rysunek 16: Przepªyw ze ±
inaniem w pobli»u ±
iany. Wirowo±¢ jest ró»na od zera w warstwie ogrubo±
i δ.
∇× v = −

∂u

∂y
e3 = 2Aye3.Rota
ja pola wektorowego ±
i±le wi¡»e si� z poj�
iem 
yrkula
ji. Cyrkula
ja zwi¡zana jestprzez twierdzenie Stokes'a ze strumieniem wirowo±
i.4.5 Cyrkula
ja pola pr�dko±
i i twierdzenie Stokes'aZ wykªadów z �zyki wiemy, »e aby obli
zy¢ pra
� pola siª F = (F1, F2, F3) wzdªu» krzywej

C o po
z¡tku C(a) i ko«
u C(b) ilo
zyn skªadowej sty
znej pola siª, a wie
 F · s0 = Fsi dªugo±
i ªuku krzywej∆s musi by¢ wysumowany ∑Fs∆s. W grani
y gdy ∆s → 0 sum�18 Henryk Kudela



Cyrkula
ja pola pr�dko±
i i twierdzenie Stokes'azast�pujemy 
aªk¡. Je»eli krzywa Cc zadana jest parametry
znie C(t) = (x(t), y(t), z(t)),a zmienna t przebiega od
inek [a, b], to ∆s = C(t+∆t)−C(t) ≈ Cc′(t)∆t.Przyjmuje si� nast�puj¡
¡ de�ni
j� 
aªki liniowej z pola wektorowego F = (F1(x, y, z), F2(x, y, z), F3(x, y, z)):De�ni
ja 4.5. Nie
h b�dzie zadane pole wektorowe F w przestrzeni trójwymiarowej, którejest 
i¡gªe wzdªu» krzywej C : [a, b] → R3. Caªk¡ liniow¡ z pola wektorowego F wzdªu»krzywej C nazywamy wyra»enie
∫

c

F · s0ds =

∫ b

a

F(c(t)) · c′(t)dt (64)Ze wzgl�du na fakt, »e s0ds = (dx, dy, dz) popularnym zapisem 
aªki liniowej jest formanast�puj¡
a:
∫

c(t)
F · s0ds =

∫

c(t)
F1dx+ F2dy + F3dz =

∫ b

a

(

F1
dx

dt
+ F2

dy

dt
+ F3

dz

dt

)

dt (65)Przykªad 2. Obli
zy¢ 
aªk� liniow¡ z pola wektorowego F(x, y, z) = (cos z, ex, ey) wzdªu»krzywej c(t) = (1, t, et) dla 0 ≤ t ≤ 2.Najpierw obli
zamy s0 = c′(t) = (dxdt ,
dy
dt ,

dz
dt ) = (0, 1, et). St¡d

∫

C

F · s0ds =

∫ 2

0

(

cos z
dx

ddt
+ ey

dy

dt
+ ey

dz

dt

)

dt

=

∫ 2

0
(0 + e+ e2t)dt = 2e+

1

2
e4 −

1

2W me
hani
e pªynów istotn¡ rol� odgrywa 
aªka liniowa po krzywej zamkni�tej z polapr�dko±
i. Caªk� tak¡ nazywa si� 
yrkula
j¡ i b�dziemy ozna
za¢ przez Γ.
Γ =

∮

C

v · ds (66)

Rysunek 17: Kr¡»enie (
yrkula
ja)wzdªu» krzywej C na tle trajektoriiru
hu 
z¡stek Rysunek 18: Obrazowe przedstawie-nie 
yrkula
ji wokóª zamkni�ty
hkrzywy
h C z ró»nymi znakamiJe»eli 
yrkula
ja Γ jest ró»na od zera, na przykªad dodatnia, to zna
zy pªyn "kr¡»y",
yrkuluje, wzdªu» krzywej zamkni�tej(26). Przyjmuje si� 
yrkula
j� za dodatni¡ je»eli 
ie
zMatematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 19



Cyrkula
ja pola pr�dko±
i i twierdzenie Stokes'a
yrkuluje w kierunku prze
iwnym do ru
hu wskazówek zegara. A wi�
 dla krzywej przyj-muje si� orienta
j�. B�dziemy uwa»a¢, »e orienta
ja krzywej jest dodatnia, gdy id¡
 pokrzywej, obszar zamkni�ty krzyw¡, pozostaje zawsze po lewej r�
e, a wektor normalnydo powierz
hni skierowany jest na zewn¡trz. Ina
zej jest to reguªa "prawej dªoni". Je»elikierunek obiegu po krzywej wskazywane s¡ przez pal
e prawej dªoni to od
hylony k
iukwskazuje dodatni kierunek wektora normalnego do powierz
hni rozpi�tej na krzywej C.Twierdzenie Stokes'a wi¡»e 
yrkula
j�, a wie
 
aªk� liniow¡ z pola wektorowego ( da-lej b�dziemy przyjmowa¢, »e pole to odpowiada polu pr�dko±
i), wzdªu» krzywej C =
(x(t), y(t), z(t)) ze strumieniem pola wirowo±
i przez powierz
hni� rozpi�t¡ na krzywej C.Przyjmijmy, »e C : [a, b] → R2, c(t) = (x(t), y(t)) jest brzegiem obszaru D zorientowanejdodatnio. Nie
h na obszarze D b�dzie zadana funk
ja f(x, y) okre±laj¡
a powierz
hni� S,a brzeg tego obszaru ∂S b�dzie obrazem krzywej C(t) w przestrzeni trójwymiarowej przezodwzorowanie t→ ((x, t), y(t), f(x(t), y(t)) [?,?℄.Twierdzenie 4.3. Twierdzenie Stokes'a. Nie
h S b�dzie powierz
hni¡ zorientown¡, od-powiednio gªadk¡ zadan¡ funk
j¡ z = f(x, y), (x, y) ∈ D, i nie
h v b�dzie wektorowym polempr�dko±
i okre±lonym na S a brzeg ∂S jest równie» krzyw¡ zorientown¡ to za
hodzi:

∫

S

rot v · n dS =

∫

∂S

v · s ds (67)

Rysunek 19: Twierdzenie Stokesa. Nale»y zwró
i¢ uwag� na orienta
j� brzegu ∂S wektoranormalnego nWyst�puj¡
a w twierdzeniu powy»szym funk
ja z = f(x, y) podkre±la fakt, »e po-wierz
hnia S musi by¢ dostate
znie regularna, a obj�to±¢ zawarta pomi�dzy brzegiem ∂Si sam¡ powierz
hni¡ S musi by¢ obszarem jednospójnym. Obszarem jednospójnym nazy-wamy taki obszar, w którym dowolna krzywa zamkni�ta w tym obszarze daje si� ±
i¡gn¡¢do punktu, i w ka»dym momen
ie tej transforma
ji nie zawiera punktów nie nale»¡
y
h dotego tego obszaru. Przykªadowo pªasz
zyzna, z usuni�tym punktem jest obszarem wielo-spójnym, natomiast przestrze« trójwymiarowa, z której usuni�to taki punkt, jest obszaremjednospójnym. Twierdzenie Stokesa mo»na uogólni¢, przez odpowiedni¡ parametryza
j�powierz
hni, na sytua
j� gdy brzeg ∂S nie jest obrazem pªaskiej krzywej le»¡
ej na pªasz-
zy¹nie (x, y) [?℄. Bardziej ogólnie, twierdzenie Stokesa mo»na sformuªowa¢ nast�puj¡
o:20 Henryk Kudela



Cyrkula
ja pola pr�dko±
i i twierdzenie Stokes'aTwierdzenie 4.4. Twierdzenie Stokes'a. Caªka powierz
hniowa po powierz
hni S z zeskªadowej normalnej pola wirowo±
i rot v ·n równa si� 
aª
e liniowej ze skªadowej sty
znejtego pola v · s0 wzdªu» brzegu ∂S.
∫

S

rot v · n dS =

∫

∂S

v · s ds (68)

Rysunek 20: Twierdzenie Stokesa. Caªka liniowa po brzegu ∂S ze skªadowej sty
znej polawektorowego równa si� 
aª
e powierz
hniowej ze skªadowej normalnej wektora wirowo±
inormalnego nDowód twierdzenia Stokesa przebiega tak, »e powierz
hni� S dzieli si� na maªe 
zwo-rok¡ty. Cyrkula
je po brzega
h 
zworok¡tów le»¡
y
h na powierz
hni S znosz¡ si� na wza-jem. A wie
 suma 
yrkula
ji po wszystki
h 
zworok¡ta
h równa si� 
yrkula
ji po krzywej
∂S, na której rozpi�ta jest powierz
hnia S. Istotnym krokiem w dowodzie twierdzenia
Rysunek 21: Ilustra
ja do dowodu twierdzenia Stokesa. Powierz
hni� S podzielono na maªe
zworok¡ty. Cyrkula
je po wewn�trzny
h kraw�dzia
h ty
h 
zworok¡tów znosz¡ si� nawza-jem. Suma 
yrkula
ji po maªy
h 
zworok¡ta
h równa si� 
yrkula
ji po brzegu zewn�trznym.Stokes jest zastosowanie twierdzenia Greena, które stanowi dwuwymiarow¡, to zna
zy napªasz
zy¹nie (x,y), wersj� twierdzenia Stokesa. Gdy pole wektorowe jest dwuwymiarowe
v = (u(x, y), v(x, y), 0), to jak ju» powiedzieli±my w
ze±niej, w takim przypadku wirowo±¢posiada tylko jedn¡ skªadow¡ ró»n¡ od zera ω = (0, 0, ω)). Twierdzenie Greena mo»nasformuªowa¢ nast�puj¡
o:Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 21



Cyrkula
ja pola pr�dko±
i i twierdzenie Stokes'aTwierdzenie 4.5. Nie
h D ∈ R2 b�dzie obszarem jednospójnym, a ∂D jego brzegiemdostate
znie gªadkim. Nie
h v = (u(x, y), v(x, y)) b�dzie polem wektorowym zadanym na
D. Wtedy za
hodzi

∫

∂D

v · s0dC =

∫

D

rot · ndS =

∫

D

(
∂v

∂x
−
∂u

∂y
)ndxdy (69)

Rysunek 22: Twierdzenie Greena jako dwuwymiarowa wersja twierdzenia Stokesa.Dowód. Rozpatrzymy maªy prostok¡t le»¡
y na (x, y) pªasz
zy¹nie w ±rodku któregole»y punkt P (x, y) Cyrkula
ja wokóª kwadratu z pola wektorowego v = (u(x, y), v(x, y))

Rysunek 23: Ró»ni
zkowy prostok¡t o boka
h ∆x i ∆y na pªasz
zy¹niejest równa
∫

ABCD

(udx+ vdy) =

∫

AB

udx+

∫

BC

vdy +

∫

CD

udx+

∫

DA

vdy22 Henryk Kudela



Cyrkula
ja pola pr�dko±
i i twierdzenie Stokes'aWzdªu» kraw�dzi AB ±rednia warto±¢ 
yrkula
ji wynosi
∫

AB

v · e1dx =

∫

AB

u(x, y −
∆y

2
)dx = u(x, y −

∆y

2
)∆xPost�puj¡ podobnie dla 
aªki wzdªu» linii CD otrzymamy

∫

CD

v · (−e1)dx =

∫

CD

u(x, y +
∆y

2
)dx = −u(x, y +

∆y

2
)∆xA wie
 ±rednia warto±¢ 
yrkula
ji wzdªu» kraw�dzi AB i CD wynosi

∫

AB

ve1dx+

∫

CD

v(−e1)dx = u(x, y −
∆y

2
)∆x− u(x, y +

∆y

2
)∆x = −

∂u

∂y
∆x∆yPodobnie post�puj¡
 dla kraw�dzi BC i DA otrzymujemy

∫

BC

ve2dy +

∫

DA

v(−e2)dy = v(x+
∆x

2
, y)∆y − v(x−

∆x

2
, y)∆x =

∂v

∂x
∆x∆yDodaj¡
 do siebie powy»sze rezultaty otrzymujemy

∮

ABCD

v · sods =

(

∂v

∂x
−
∂u

∂y

)

∆x∆y (70)Warto±¢ ±rednia ∇ × v 
aªki stoj¡
ej po prawej strony równania (69)wzgl�dem punktu
P (x, y) wynosi otrzymujemy

∫

SABCD

(∇× v) · ndS = (∇× v) · n∆x∆y =

(

∂v

∂x
−
∂u

∂y

)

∆x∆y (71)Wynik po prawej stronie równania (71) jest taki sam jak (70). A wie
 
yrkula
ja wokóªpunktu P jest równa strumieniowi rota
ji w kierunku e3 = n.Pokrywaj¡
 powierz
hni� S maªymi 
zworok¡tami i sumuj¡
 
yrkula
je po wszystki
h
zworok¡ta
h pokrywaj¡
y
h powierz
hni� S (rys. 22) otrzymujemy tw. Stokesa:
∫

S

rot v · ndS =

∫

∂C

v · ds (72)Zauwa»my,»e twierdzenie odnosi si� do wszystki
h powierz
hni rozpi�ty
h na krzywej
C. Je»eli wyobra¹my sobie,»e powierz
hnia S na rysunku (20) jest wykonana z gumy,i za-mo
owanana na krzywej C i w sposób 
i¡gªy podlega deforma
ji to do wszystki
h ty
hpowierz
hni znajduje zastosowanie twierdzenie Stokesa. Gdy powierz
hnia podlega defor-ma
ji to wektor normalny te» przesuwa si� wzdªu» powierz
hni. Zwró¢my uwag�, »e wi-rowo±¢ jest polem bez ¹ródªowym. �atwo sprawdzi¢, korzystaj¡
 z de�ni
ji dywergen
ji ide�ni
ji wirowo±
i, »e za
hodzi to»samo±¢

divω = div (∇× v) = 0 (73)Zaªó»my,»e dwie powierz
hnie S1 i S2 rozpi�te s¡ na tej samej krzywej, przy 
zym S1 le»ypo prze
iwnej stronie krzywej C ani»eli S2. Za
hodz¡ nast�puj¡
e real
jeMatematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 23



Cyrkula
ja pola pr�dko±
i i twierdzenie Stokes'a

Rysunek 24: Na krzywej C rozpi�te s¡ dwie powierz
hnie S1 i S2 o prze
iwnej orienta
ji.Z twierdzenia Stokesa wynika ,»e strumie« wirowo±
i przez powierz
hni� zamkni�t¡ jestrówny 0.
0 =

∫

Ω
divωdυ =

∫

S1∪S2

ω · ndS =

∫

S1

ω · ndS +

∫

S2

ω · ndS (74)Tak wi�

∫

S1

ω · ndS = −

∫

S2

ω · ndS (75)Wzór (75) wskazuje jesz
ze raz na wag� jak¡ nale»y przywi¡zywa¢ do orienta
ji krzy-wej C. Caªka powierz
hniowa po S1 ze skªadowej normalnej wirowo±
i ω · n jest równa
yrkula
ji po brzegu ∂S1 = C. Natomiast ta sama 
aªka powierz
hniowa po powierz
hni
S2 jest równa tej samej 
yrkula
ji tylko ze znakiem prze
iwnym poniewa» teraz orienta-
ja powierz
hni zmieniªa znak na ujemny. Porównuj¡
 ze sob¡ strumienie pola pr�dko±
i
v · n oraz strumienia rota
ji ω · n nale»y stwierdzi¢, »e o ile du»a warto±
i strumieniapola pr�dko±
i przekªada si� na du»¡ warto±¢ strumienia obj�to±
i wy
hodz¡
ego z danejpowierz
hni, tak du»a warto±¢ strumienia rota
ji przez powierz
hni� mówi pozostawaniupola pr�dko±
i na powierz
hni i o du»ej 
yrkula
ji (kr¡»enia) na powierz
hni.

Rysunek 25: Du»y strumie« polapr�dko±
i,v ·n mówi o wy
hodzeniuwektorów pr�dko±
i z powierz
hni. Rysunek 26: Du»a warto±¢ strumie-nia wirowo±
i mówi o pozostawaniuwektora pr�dko±
i w pªasz
zy¹nie idu»ym kr¡»eniu24 Henryk Kudela



LaplasianPrzykªad 3. Dane jest pole wektorowe v = 0e1 + xe2. Sprawdzi¢ twierdzenie Greena dlaprzypadku, gdy obszar D jest koªem x2 + y2 < r2.Rozwi¡zanie.Brzeg obszaru mo»na wyrazi¢ przy pomo
y równa« parametry
zny
h x =
(r cos t, y = r sin t) dla 0 ≤ t ≤ 2π, warto±¢ 
yrkula
ji obli
zamy jako:

∫

∂D

v · s0ds =

∫ 2π

0
(0e1 + r cos te2) · (−r sin t, r cos t)dt =

∫ 2π

0
r2 cos2 tdt = r2πWarto±¢ strumienia wirowo±
i w kierunku e3 jest równa

∫

D

∇× v · ndS =

∫

D

dS = r2πJak nale»aªo o
zekiwa¢ oba wyniki s¡ takie same.Przykªad 4. Dane jest pole wektorowe v = (2yz, x, x2). Obli
zy¢ 
yrkula
j� tego pola pookr�gu x2 + y2 = 1, korzystaj¡
 z twierdzenia Stokesa.Rozwi¡zanie. Rota
ja zadanego pola wynosi rot v = ∇ × v = (0, 2y, (1 − 2z). Z twier-dzenia Stokesa mamy
∮

C

v · s0ds =

∫

S

∇× v · ndS =

∫

S

(2ye2 + (1− 2z)e3) · ndSPowierz
hnia S która rozpi�ta jest na brzeg C mo»e by¢ dowolna. Wybieramy wie
 naj-prostsz¡ form� tej powierz
hni, le»¡
a w pªasz
zy¹nie z = 0. Wtedy n ‖ e3 = (0, 0, 1) i st¡dotrzymujemy
∮

C

v · s0ds =

∫

S

dS = π.5 Wybrane zale»no±
i za
hodz¡
e pomi�dzy operatorami grad,
div,rot.Du»e zna
zenie operatorów grad, div,rot i mo»liwo±
i wyra»ania pewny
h idei �zy
z-ny
h przy pomo
y ty
h operatorów zawiera si� w zwi¡zka
h za
hodz¡
y
h mi�dzy nimi,to»samo±
ia
h 
aªkowy
h, w który
h s¡ one uwikªane i równania
h �zyki matematy
znej.Przyto
zymy teraz pewne to»samo±
i wektorowe i 
aªkowe, które b�d¡ przewija¢ si� przez
aªy wykªad. Za
zniemy operatora ∆ nazywanego laplasianem5.1 LaplasianJak wiemy dziaªanie dywergen
ji na pole wektorowe daje daje w wyniku pole skalarne.W sz
zególno±
i, je»eli, pole wektorowe wyra»a si� przez gradient z funk
ji skalarnej todywergen
ja z takiego pola skalarnego jest równie» skalarne i wyra»a si� przez operatorró»ni
zkowy, nazywany na laplasianem.

div ∇ϕ = div (
∂ϕ

∂x1
,
∂ϕ

∂x2
,
∂ϕ

∂x3
)

=
∂2ϕ

∂x21
+
∂2ϕ

∂x22
+
∂2ϕ

∂x23
= ∆ϕ

(76)Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 25



Równanie Lapla
e'agdzie
∆ =

∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23
(77)Je»eli symbol ∇ potraktujemy jako wektor o skªadowy
h ( ∂

2

∂x1
, ∂
∂x2

, ∂
2

∂x3
) to laplasian mo»natraktowa¢ jako wynik ilo
zynu skalarnego ∆ = ∇ · ∇ = ∇2. Laplasian jest niezwyklewa»nym operatorem ró»ni
zkowym w �zy
e matematy
znej. W
hodzi w skªad ka»dego zrówna« "wielkiej trójki"�zyki matematy
znej:1. ∂u

∂t
= α∆u - równanie przewodni
twa temperaturowego (nazywane równaniem 
ie-pªa) lub równaniem dyfuzji, gdzie u(t, x1, x2, x3) wyra»¡ temperatur� lub kon
en-tra
j� materii zale»na od 
zasu i wspóªrz�dny
h przestrzenny
h x1, x2, x3, α- ozna-
za wspóª
zynnik przewodni
twa temperaturowego lub wspóª
zynnik dyfuzji. Szyb-ko±¢ zmiany temperatury ∂u

∂t
zale»y od wielko±
i kierunku "wypukªo±
i"powierz
hni

u(x, t), 
zyli warto±
i laplasianu ∆u. Je»eli wypukªo±¢ jest ku górze to warto±¢ lapla-sinu jest ujemna to temperatura b�dzie malaªa (∂u
∂t
< 0. Je»eli wypukªo±¢ powierz
hnib�dzie do doªu to to temperatura b�dzie rosªa ∂u

∂t
> 0.2. ∂2ψ

∂t2
= c2∆ψ -równanie falowe opisuj¡
e roz
hodzenie si� fal (zaburze«) gdzie ψ(t, x1, x2, x3)ozna
za przemiesz
zenie, wy
hylenie od poªo»enia równowagi,3. ∆ϕ = −ρ(x1, x2, x3) - równanie rozkªadu poten
jaªu, nazywane równaniem Poissona.Je»eli ρ(x1, x2, x3) = 0 to równanie nazywa si� równaniem Lapla
e'a5.2 Równanie Lapla
e'aJak si� przekonany równanie Lapla
e'a w me
hani
e pªynów odgrywa bardzo wa»n¡ rol�.Ma ono równie» fundamentalne zna
zenie w ogólnej teorii równa« ró»ni
zkowy
h 
z¡stko-wy
h [?℄, [?℄. Funk
je, które speªniaj¡ równanie Lapla
e'a ∆ϕ = 0 nazywane s¡ funk
jamiharmoni
znymi. Rozwi¡zania równania Lapla
e'a lub Poissona nazywane s¡ równie» funk-
ja i poten
jalnymi poniewa» pole elektry
zne E wyzna
za si� z zale»no±
i E = ∇ϕ. Polawektorowe F, dla który
h za
hodzi F = ∇ϕ nazwane s¡ poten
jalnymi. Jak to ju» wspo-mniano wy»ej w pkt. 3 równanie Lapla
e'a ma posta¢:

∆ϕ =
∂2ϕ

∂x21
+
∂2ϕ

∂x22
+
∂2ϕ

∂x23
(78)W �zy
e 
z�sto znajduje zastosowanie poten
jaª, który zle»y od odlegªo±
i od wybranego
entrum ϕ = ϕ(r) gdzie r =

√

(x2 + y2 + z2). Doty
zy to na przykªad pól 
entralny
h,gdzie siªy wzajemnego oddziaªywania dziaªaj¡ wzdªu» prostej ª¡
z¡
ej dwa punkty zwi¡-zane z poªo»eniem np masy, ªadunku itp. W wyzna
zanie tego poten
jaªu uwikªane s¡rozwi¡zania równania Lapla
e'a nazywane fundamentalnymi. Dla trze
h wymiarów, w nie-ograni
zonej przestrzeni rozwi¡zanie to ma posta¢ ϕ = 1
r
dla dwó
h wymiarów jest onposta
i ϕ = ln 1

r
. Przedstawimy ten wynik w posta
i lematuLemat 5.1. W przestrzeni trójwymiarowej (n = 3) funk
ja

ϕ =
1

r
=

1
√

(x1 − x10)2 + (x2 − x20)2 + (x− x30)2
(79)26 Henryk Kudela



Równanie Lapla
e'ajest funk
j¡ harmoni
zn¡ z wyj¡tkiem punktu (x10, x20, x30). W przestrzeni dwu wymiarowej
(n = 2) funk
j¡ harmoni
zn¡ o symetrii radialnej jest funk
ja

ϕ = ln r = ln frac1
√

((x1 − x10)2 + (x2 − x20)2) (80)z wyj¡tkiem punktu (x10, x20)Dowód. Ze wzgl�du na symetri� radialn¡ wygodnie jest przyj¡¢ odpowiednie ukªadywspóªrz�dny
h. I tak dla równania (79) wygodny jest sfery
zny ukªad wspóªrz�dny
h. Doko-nuj¡
 zamiany zmienny
h x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ równanie Lapla
e'awe wspóªrz�dny
h sfery
zny
h przyjmuje posta¢:
∆ϕ =

1

r

∂2

∂r2
(rϕ) +

1

r2 sin2 θ

∂2ϕ

∂φ2
+

1

r2 sin2 θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂ϕ

∂θ

)

= 0 (81)Poniewa» z zaªo»enia funk
ja ϕ zale»y tylko od r równanie Lapla
e'a przyjmuje posta¢:
∆ϕ =

1

r

∂2

∂r2
(rϕ) = 0 (82)Caªkuj¡
 powy»sze równanie dwukrotnie, otrzymujemy z dokªadno±
i¡ do staªej ϕ = a1

1
r
+

a2. W sz
zególno±
i rozwi¡zanie to jest funk
j¡ harmoni
zn¡ dla a2 = 0 i a1 = 1Dla równania (80) przyjmujemy 
ylindry
zny ukªad wspóªrz�dny
h
(x, y) → (r cosφ, r sinφ) i równanie Lapla
e'a przyjmuje posta¢:

∆ϕ =
∂2ϕ

∂r2
+

1

r

∂ϕ

∂r
+

1

r2
∂2ϕ

∂φ2
= 0 (83)Ze wzgl�du na fakt, »e ϕ nie zale»y od φ równanie Lapla
e'a przyjmuje posta¢

∂2ϕ

∂r2
+

1

r

∂ϕ

∂r
= 0 (84)Po pomno»eniu powy»szego równania stronami przez rmo»na je zapisa¢ w posta
i ∂

∂r

(

r ∂ϕ
∂r

)

=

0. Po dwukrotnym 
aªkowaniu otrzymujemy, z dokªadno±
i¡ do staªej ϕ = c1 ln r + c2. Awi�
 dla sz
zególnego przypadku c1 = −1, c2 = 0 otrzymujemy rozwi¡zanie sz
zególne(80).Aby otrzyma¢ jednozna
zne rozwi¡zanie równania Lapla
e'a nale»y postawi¢ warunkina brzegu, które musi speªnia¢ rozwi¡zanie równania Lapla
e'a. Standardowe warunki brze-gowe prowadz¡ do zagadnienia Diri
hleta lub zagadnienia Neumanna.De�ni
ja 5.1. Zagadnienie Diri
hleta dla równania Lapla
e'a polega na wyzna
zeniu funk-
ji harmoni
znej wewn¡trz obszaru D z warunkiem
u(x1, x2, x3) = f(x1, x2, x3) dla (x1, x2, x3) ∈ ∂D (85)Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 27



Równanie Lapla
e'a
Rysunek 27: Zagadnienie Diri
hleta dla równania Lapla
e'a.Ina
zej zagadnienie Diri
hleta dla równania Lapla
e'a mo»na sformuªowa¢ nast�pu-j¡
o: nale»y wyzna
zy¢ funk
j� harmoni
zn¡ ϕ(x1, x2, x3), wewn¡trz obszaru D takie abyfunk
ja b�d¡
a rozwi¡zaniem równania Lapla
e'a przyjmowaªa ono na brzegu obszaru ∂Dzadan¡ warto±¢ ϕ = f . ObszarD mo»e by¢ sko«
zonym, ograni
zony zamkni�t¡ krzyw¡ ∂Dlub niesko«
zony. W przypadku obszaru sko«
zonego mówimy o wewn�trznym zagadnieniuDiri
hleta. Je»eli obszar jest niesko«
zony, le»y na zewn¡trz obszaru D to zagadnienie Di-ri
hleta nazywa si� zewn�trznym. Dla zagadnienia zewn�trznego dodatkowo »¡da si� abyrozwi¡zanie w niesko«
zono±
i d¡»yªo do zera. Podobnie de�niujemy zagadnienie Diri
hletana pªasz
zy¹nie, gdy rozwi¡zanie ϕ zale»y tylko od dwó
h zmienny
h (x1, x2) przy 
zy dlazagadnieniea zewn�trzengwo w dwó
h wymiara
h »¡da si� aby rozwi¡zanie w niesko«
zo-no±
i d¡»yªo do staªej warto±
i.De�ni
ja 5.2. Zagadnienie Neumanna dla równania Lapla
e'a polega na wyzna
zeniufunk
ji harmoni
znej wewn¡trz obszaru D z warunkiem
∂u(x1, x2, x3)

∂n
= g(x1, x2, x3) dla (x1, x2, x3) ∈ ∂D (86)

Rysunek 28: Zagadnienie Neumanna dla równania Lapla
e'a.�atwo zauwa»y¢, »e je»eli funk
ja ϕ jest rozwi¡zaniem zagadnienia Neumanna to rów-nie» funk
ja ϕ1 = ϕ+ c, gdzie c jest dowoln¡ staª¡ jest równie» rozwi¡zaniem tego zagad-nienia. Tak wi�
 zaganianie Neumanna jest wyzna
zane z dokªadno±
i¡ do staªej. Ponadtoistnieje warunek rozwi¡zywalno±
i zagadnienia Neumanna. Z faktu, »e ϕ jest funk
j¡ har-28 Henryk Kudela



Wzory 
aªkowe Greenamoni
zn¡ oraz twierdzenie Gaussa wynika, »e
0 = ∆ϕ =

∫

D

div ∇ϕ dυ =

∫

∂D

∇ϕ · n dS (87)Ze wzoru (87) oraz z warunku (86) wynika, »e funk
ja g, która wyst�puje w warunkuNeumanna musi speªnia¢ zale»no±¢
∫

∂D

g dS = 0 (88)Dalej aby pokaza¢ dalsze wªasno±
i funk
ji harmoni
zny
h posªu»ymy si� wzorami (to»-samo±
iami) Greena.5.3 Wzory 
aªkowe GreenaPunktem wyj±
ia b�dzie dla nas nast�puj¡
a to»samo±¢
div (ϕv) = ϕ div v + v · gradϕ (89)U»ywaj¡
 symbolu operatora ∇ = ( ∂

∂x1
, ∂
∂x2

, ∂
∂x3

) to»samo±¢ (89) mo»na zapisa¢ nast�pu-j¡
o:
∇ · (ϕv) = ϕ ∇ · v + v · ∇ϕ (90)Warto zapami�ta¢, »e ∇ dziaªa jako operator ró»ni
zkowy i wektor. Je»eli ∇ dziaªa nailo
zyn ϕv to najpierw dziaªa na wektor v przy ustalonym ϕ a nast�pnie na ϕ daj¡


∇ϕ = ( ∂ϕ
∂x1

, ∂ϕ
∂x2

, ∂ϕ
∂x3

), przy ustalonym v.Podstawmy we wzorze (90) v = ∇ψ. Otrzymamy
∇ · (ϕ∇ψ) = ∇ϕ∇ψ + ϕ∆ψ (91)Caªkuj¡
 stronami (91) po obszarze D i wykorzystuj¡
 twierdzenie Gaussa�Ostrogradziego(41) otrzymujemy pierwsz¡ to»samo±¢ Grenna

∫

D

∇ϕ∇ψ + ϕ∆ψ dυ =

∫

∂D

ϕ
∂ψ

∂n
dS (92)Przypomnijmy, »e ∂ψ

∂n
= ∇ψ·n. Z pierwszej to»samo±
i Grenna (92) wynika wa»na wªasno±
ifunk
ji harmoni
znej, któr¡ mo»na otrzyma¢ nast�puj¡
o. Formuªa (92) jest sªuszna dladowolny
h, dostate
znie regularny
h funk
ji. Je»eli za ϕ poªo»ymy funk
j� staª¡ np. ϕ ≡ 1,a o funk
ji ψ zaªo»ymy, »e jest funk
j¡ harmoni
zn¡ to z to»samo±
i (92) »e dla funk
jiharmoni
znej w obszarze D za
hodzi

∫

∂D

∂ψ

∂n
dS = 0 (93)Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 29



Wzory 
aªkowe GreenaWyprowadzimy teraz drug¡ to»samo±¢ Greena. Je»eli we wzorze (91) zamie«my rolamifunk
je ϕ i ψ to przepisuj¡
 wzór (91) i dopisuj¡
 wzór powstaªy po zamianie miejs
ami ϕoraz ψ mamy
∇ · (ϕ∇ψ) = ∇ϕ∇ψ + ϕ∆ψ,

∇ · (ψ∇ϕ) = ∇ϕ∇ψ + ψ∆ϕ.
(94)Odejmuj¡
 stronami powy»sze dwa równania otrzymujemy

∇ · (ϕ∇ψ − ψ∇ϕ) = ϕ∆ψ − ψ∆ϕ (95)Caªkuj¡
 równanie (96) po obszarzeD oraz wykorzystuj¡
 twierdzenie Gaussa�Ostrogradzkiego(41) otrzymujemy równo±¢ nazywan¡ drug¡ to»samo±¢ Greena
∫

D

(ϕ∆ψ − ψ∆ϕ) dυ =

∫

∂D

(

ϕ
∂ψ

∂n
− ψ

∂ϕ

∂n

)

dS (96)Po»yte
znym i zarazem podkre±laj¡
ym zna
zenie laplasianu jako operatora jest mo»li-wo±¢ przedstawienia dowolnej funk
ji u odpowiednio regularnej, obszarze D za pomo
¡ jejwarto±
i i po
hodnej na brzegu ∂D oraz 
aªki z laplasianu funk
ji po 
aªym obszarze D5.3.1 Twierdzenie o reprezenta
jiTwierdzenie 5.1. (Twierdzenie o reprezenta
ji) Warto±¢ funk
ji u 
i¡gªej wraz ze swoimipo
hodnymi dwó
h pierwszy
h rz�dów a» do powierz
hni ∂D, wewn¡trz dowolnego punktu
x0 ∈ D wyra»a si� jako suma 
aªki powierz
hniowej i 
aªki obj�to±
iowej w posta
i

• dla n=3, jako
u(x0) =

1

4π

∫

∂D

(

1

r

∂u

∂n
− u

∂

∂n

1

r

)

dS −
1

4π

∫

D

∆u

r
dυ (97)

• dla n=2,
u(x0) =

1

2π

∫

∂D

(

ln
1

r

∂u

∂n
− u

∂

∂n
ln

1

r

)

ds −
1

2π

∫

D

∆u ln
1

r
dS (98)Dowód. Do wykazania wzorów (97) oraz (98) wykorzystamy drugi wzór Greena (96).Nie
h funk
ja ψ = 1

r
, która jak wiemy jest funk
j¡ harmoni
zn¡. Jest ona ψ nieokre±lona,przyjmuje warto±¢ niesko«
zon¡ w punk
ie x = x0. Z tego powodu musimy wy
i¡¢ zobszaru D, oto
zenie punktu x0 w posta
i kuli Bε(x0) o maªym promieniu ε i ±rodku wpunk
ie x0. Dla tak zmody�kowanego obszaru zastosujemy D1 = D \Bε(x0) mo»emy ju»zastosowa¢ wzór (96) (patrz rysunek (29). Otrzymujemy

∫

D1

[

u∆(
1

r
)−

1

r
∆u

]

dυ =

∫

S

[

u
∂

∂n

(

1

r

)

−
1

r

∂u

∂n

]

dS+

+

∫

Bε

[

u
∂

∂n

(

1

r

)

−
1

r

∂u

∂n

]

dS

(99)30 Henryk Kudela



Wzory 
aªkowe Greena

Rysunek 29: Obszar D z wy
i�tym oto
zeniem Bε.Na kuli Bεε normalna, skierowana jest do wn�trza tej kuli poniewa» obowi¡zuje konwen
japrzyjmowania kierunku normalnej na zewn¡trz obszaru po którym odbywa si� 
aªkowanie.Tak wi�

∂

∂n

(

1

r

)

|Bε
= −

∂

∂r

(

1

r

)

|r=ε =
1

ε2
(100)Wzór (99) mo»na zapisa¢ w posta
i

∫

D1

1

r
∆u dυ +

∫

S

[

u
∂

∂n

(

1

r

)

−
1

r

∂u

∂n

]

dS+

+

∫

Bε

1

ε2
u dS −

∫

Bε

1

ε

∂u

∂n
dS = 0

(101)Nie
h teraz promie« kuli Bε d¡»y do zera. Wtedy pierwsza 
aªka b�dzie d¡»y¢ do 
aªkiobj�to±
iowej po 
aªym obszarze D. Druga z 
aªek nie zale»y od promienia ε. Natomiastdla trze
iej, na mo
y twierdzenia o warto±
i ±redniej d¡»y do warto±
i 4πu(x0)

1

ε2

∫

Bε

u dS =
1

ε2
u(xε)4πε

2 = 4πu(xε) → 4πu(x0) przy ε→ 0. (102)gdzie xε jest pewnym punktem kuli Bε speªniaj¡
ym twierdzenie o warto±
i ±redniej. Po-dobnie mo»emy obli
zy¢ grani
� ostatniej 
aªki gdy ε → 0. Funk
ja u posiada 
i¡gle po-
hodne do drugiego rz�du wª¡
znie, wi�
 s¡ one w obszarze D ograni
zone. Mamy
−

∫

Bε

1

ε

∂u

∂n
dS = −

1

ε

∫

Bε

∂u

∂n
dS = −

1

ε

∂u

∂n
|xε4πε

2 → 0 gdy ε→ 0. (103)St¡d wynika wzór podany w tezie twierdzenia.Analogi
zne rozumowanie przeprowadza si� dla pªasz
zyzny n = 2, przyjmuj¡
, »e ψ =
− ln rPodkre±lmy jesz
ze raz, »e wzory (97), (98) obowi¡zuj¡ dla dowolnej funk
ji u 
i¡gªej dobrzegu S ª¡
znie ze swoj¡ pierwsz¡ i drug¡ po
hodn¡.Matematy
zne wprowadzenie do me
haniki pªynów 31



Wªasno±
i funk
ji harmoni
zny
h5.4 Wªasno±
i funk
ji harmoni
zny
hJe»eli wzór (97) (98) zastosujemy do funk
ji harmoni
znej to otrzymamy:
• dla n=3, jako

u(x0) =
1

4π

∫

∂D

(

1

r

∂u

∂n
− u

∂

∂n

1

r

)

dS (104)
• dla n=2,

u(x0) =
1

2π

∫

∂D

(

ln
1

r

∂u

∂n
− u

∂

∂n
ln

1

r

)

ds (105)Udowodnili±my wie
 twierdzenie:Twierdzenie 5.2. Warto±¢ funk
ji harmoni
znej w obszarze D w dowolnym punk
ie we-wn¡trz obszaru wyra»a si� wzorem (104) dla n = 3 lub (105) dla n = 2 w zale»no±
i dowarto±
i tej funk
ji i jej po
hodny
h wzdªu» normalnej do brzegu tego obszar ∂D.Warto zauwa»y¢ fakt, »e funk
ja harmoni
zna wyra»a si� przez warto±¢ funk
ji i warto±¢pierwsze po
hodnej. We wzorze nie wyst�puj¡ po
hodne rz�du drugiego. Jet to podstaw¡w dowodzie nast�puj¡
ego twierdzenia, którego dowód pomijamy [?℄, [?℄, [?℄.Twierdzenie 5.3. Funk
ja harmoni
zna u(x) wewn¡trz obszaru D ma po
hodne wewn¡trzobszaru D wszystki
h rz�dów.Wa»n¡ wªasno±
iow¡ funk
ji harmoni
zny
h, jest twierdzenie o warto±
i ±redniej.Twierdzenie 5.4. Warto±¢ funk
ji harmoni
znej w ±rodku kuli (dla n = 3) (koªa, dla
n = 2) równa si� ±redniej arytmety
znej tej funk
ji po powierz
hni kuli (po brzegu koªa dla
n = 2).

• n=3,
u(x0) =

1

4πR2

∫

∂BR

u dS (106)
• n=2,

u(x0) =
1

2πR

∫

∂BR

u ds (107)Dowód. Przyjmijmy, »e funk
ja u(x0) jest funk
j¡ harmoni
zn¡ wewn¡trz kuli |x −
x0| = R. Ze wzoru (104), maj¡
 na uwadze fakt, »e ∂

∂n

(

1
r

)

|r=R= − 1
R2 oraz wªasno±¢ (93)od razu otrzymujemy wzór (106).Podobnie dowód przebiega dla pªasz
zyzny n = 2.Z twierdzenia o warto±
i ±redniej mo»na wyprowadzi¢, wa»n¡ wªasno±¢ funk
ji harmo-ni
zny
h nazywan¡ zasad¡ maksimum.Twierdzenie 5.5. (Zasada Maksimum) Ró»na od staªej funk
ja harmoni
zna wewn¡trzobszaru D i 
i¡gªa a» do brzegu obszaru ∂D osi¡ga swoj¡ warto±¢ najwi�ksz¡ i najmniejsz¡tylko na brzegu obszaru32 Henryk Kudela



Wªasno±
i funk
ji harmoni
zny
h

Rysunek 30: Kula o promieniu R, wewn¡trz której funk
ja u speªnia równanie Lapla
e'a
∆u = 0.Na konie
 zwró¢my uwag� jesz
ze na fakt, »e twierdzenie o reprezenta
ji funk
ji (97),(98) pozwalaj¡ równie» wyrazi¢ rozwi¡zanie równania Poissona

∆u = −ρ(x) (108)gdzie ρ jest zadan¡ funk
j¡ poªo»enia w sposób nast�puj¡
y
u(x0) =

1

4π

∫

∂D

(

1

r

∂u

∂n
− u

∂

∂n

1

r

)

dS +
1

4π

∫

D

ρ(x)

r
dυ (109)Je»eli brzegu obszaru D funk
ja u i jej po
hodna s¡ równe zeru np. no±nik funk
ji ρjest ograni
zony a promie« obszaru D d¡»y do niesko«
zono±
i, to rozwi¡zanie równaniaPoissna dane jest wzorem

u(x0) =
1

4π

∫

D

ρ(x)

r
dυ (110)Dla dwó
h wymiarów rozwi¡zanie Poissona w obszarze nieograni
zonym przybiera posta¢:

u(x0) =
1

2π

∫

D

ρ(x) ln
1

r
dS (111)
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