Mechaniki Ptynow — wybrane rownania

Zamieszczone material nie jest zweryfikowane pod wzgledem merytorycznym z tego wzgledu
nie nalezy z niego korzystaé¢ do celdow innych jak nauka mozliwo$ci pakiet MS Word

W nawiasach {} podano informacje dotyczace zastosowanych stylow oraz wskazowki do

wprowadzenia odpowiedniej numeracji wzorow.

Numeracje wzoréw i rozdzialdw musza by¢ wprowadzane poprzez dostepne funkcje

pakietu MS Word.



1. Pojecie lepkosci {TNR 14, pogrubiona, indygo, poziom 1, przed 12 po 24}

Istotna cecha kazdego plynu rzeczywistego jest opor stawiany zewngtrznym silta
Scinajacym. Sily te wywoluja w plynie naprgzenia styczne (t). Stanowia one istote tarcia
wewngtrznego, ktore w przypadku ptyndw nazywa si¢ lepkoscia. A zatem lepkoscia ptynu
nazywamy jego zdolno$¢ przenoszenia naprezen stycznych. {TNR 12, wcierce pierwszy

wiersz 0,7, interlinia 1,5, przed i po 6}
Gradient predkosci

{Rownania wprowadzamy Edytorem rownan, jesli nie ma go na pasku narzedzi to
dostosuj pasek narzedzi... szukaj w wstaw. Numery wzorOw generowana metoda
»polautomatyczna”: odwotanie, podpis — nowa etykieta ,,[,, Numerowanie - dotacz numer
rozdzialu — oddziel kropka — niestety nawias zamykajacy ,,]” i usunigcie zbgdnej spacji nalezy
usunac re¢eznie — (plusem jednak jest to, ze zawsze mamy aktualny numer wzoru, minusem ze
jesli co$ zmienimy nalezy ,,aktualizowa¢ pole” podobnie jak w przypadku spisu tresci), Styl
dla numeracji to: TNR 12 do lewej, interlinia 1 przed i po 12, wysrodkowanie wzoru poprzez

wstawienie indywidualnie dobranej liczby tabulatorow pomig¢dzy wzor i numer}
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Newton wysuna hipotez¢, w mys$l ktoérej sita styczna jest proporcjonalna do gradientu
predkoscei:
dv

AT = -n——AF [1.2]
dy

Przy czym znak — oznacza, ze sila ta jest przeciwna do kierunku ruchu ptynu.

Zatem naprezenie styczne roéwna sig:

T= limgz—nd—V [1.3]
AF%OAF dy

Wzbr ten jest matematyczng forma Newtonowskiego prawa tarcia. Wystgpujacy w nim

wspotczynnik proporcjonalnosci | zwany jest dynamicznym wspotczynnikiem lepkosci.

Ns
W [1.4]



2. Warunek rownowagi
Roéwnanie réwnowagi (row. Eulera):
SO |
F——gradp=0 [2.1]
Yo,

Mozna je rowniez zapisa¢ w postaci wspotrzednosciowe;:

x—la—P:O
L Ox
—la—P:O [2.2]
g p Oy
z—la—PZO
p Oz

Rownanie Eulera umozliwia nam analiz¢ réwnowagi cieczy poddanej dziataniu sit

cisnieniowych



3. Kinematyka plynow. Cele, zadania, parametry kinematyczne.

W kinematyce plyndow zajmujemy si¢ analitycznym opisem przeptywow nie zaleznie od

przyczyn (tzn. sit), ktore te przeplywy wywotuja. Opis ruchu jest wigc czysto geometryczny.

3.1 Pojecie cyrkulacji. Interpretacja fizyczna i analogia.

Cyrkulacja nazywamy catkg krzywoliniowa ze skalarnego iloczynu wektora predkosci

przez wektor elementarnego przemieszczenia.

L =§V'ds [3.1]
k
3.2 Rownania toru i linii pradu, rurka i powierzchnia pradu, struga

TOR ELEMENTU PLYNU - Linia w przestrzeni styczna do wektorow predkosci
w kazdym swoim punkcie w odpowiedniej chwili. W przeplywach ustalonych tor elementu

ptynu pokrywa si¢ z linia pradu

dx dy dz
STy [3.2]

u 1% w

LINIA PRADU — Nazywamy lini¢ pola predkosci . Jest to linia styczna w kazdym

punkcie do wektora predkosci.

dx dy dz
— == 3.3]
u v.ow

RURKE PRADU — Nazywamy powierzchnig utworzona z linii pradu.

STRUGA - Jest to poruszajacy si¢ ptyn wypekiajacy rurke pradu. Jesli przekroj

poprzeczny strugi stanowi powierzchni¢ elementarna doto struge nazywamy elementarna.

Strumien masy strugi i strumien masy strugi elementarnej , okresla si¢ wzorami:

G= _”/J'Vﬁ do
S

dG=p-V, -ds

[3.4]



4. Przeplywy potencjalne .

Prawie zawsze mozna traktowa¢ w przyblizeniu kazdy przeptyw przestrzenny jako
przeptyw dwuwymiarowy (ptaski lub osiowo symetryczny). Takie uproszczenie jest
niezmiennie korzystne ze wzgledow matematycznych gdyz pozwala stosowaé bardzo

wygodna 1 dobrze opracowana teori¢ funkcji zmiennej zespolone;.

Roéwnania Laplace’a dla uktadu plaskiego:

2 2
0 Zj + % =0 [4.1]
ox~ Oy

Cechy rownania Laplace’a jest jego liniowos$¢ co jest wykorzystywane przy superpozycji
czyli naktadanych przeptywow. Przyrost potencjalu predkosci moze by¢ wyrazony jako

roézniczka zupeta:

_9%
d¢ = o [4.2]
=24 [4.3]
Oy

Wykorzystujac dwa pierwsze wyrazy rownania otrzymujemy {To rownanie prosze¢
napisaé bez edytora rownan tzn.: wykorzystaj INDEKSY GORNY I DOLNY ora polecenie
wstaw SYMBOL oraz pochylenie}:

d¢ =V, dx+V,Dy [4.4]

Catkujac otrzymujemy roznice potencjalow predkosci dwoch punktow A i B (dowolnych)

=9, =[ V.-dc+V,-dy) [4.5]

A

Po uwzglednieniu rownania:

C C C
Ty = [Vy-ds=| Vy-ds=[(V,-de+V,-dy+V.-do) [4.6]
B B B

Otrzymujemy dla przeptywu ptaskiego :

Ly = ¢B - ¢A [4.7]



5. Rownania Eulera.

Podstawowe réwnania dynamiki ptyndw nie lepkich wyprowadzit Euler (1775r.).
Punktem wyjscia jest druga zasada dynamiki, w mysl ktorej pochodna pedu uktadu wzgledem

czasu rowna si¢ wektorowi gtdwnemu sil zewnetrznych , dziatajacych na ten uktad.

%lpvdv:ldezldivrdV.(a) [5.1]

Obliczajac pochodng calki objgtosciowej z lewej strony tego rdéwnania trzeba uwzglednic,
ze zmienia si¢ w czasie nie tylko ped p v, lecz 1 objeto$¢ V obszaru, ktéry obejmuje stale te

sama mas¢ ptynu ($cisliwego).

Wobec tego
d _9(pv) _ (| d(pv) .
E;[deV _£TdV+£pV(VdF)_~I[|:T+deZVV dV [5.2]

gdzie F oznacza granicg obszaru V. Teraz wszystkie trzy rOwnania sg catkami liczonymi
po tym samym obszarze. Po przeksztatceniach 1 uwzglednieniu Zze w ptynie nie lepkim tensor
napr¢zen ¢ = - pl, wigc divt = -grad p., gdzie p oznacza ci$nienie statyczne. Ponadto

rozwijamy pochodna iloczynu w pierwszym wyrazie rownania, ktdre przyjmuje postac

dv dp :
p—+V| —+ pdivv |= pg — gradp 53
dt (dt [5:3]
Wyrazenie w nawiasie roéwna si¢ zero na mocy warunku ciaglosci . Ostatnia operacja

polega na rozwini¢ciu pochodnej materialnej wektora predkosci i podzieleniu calego

rOwnania przez p.
Otrzymujemy
ov 1

—+(v-gradvv = g —— gradp [5.4]
ot yo,

Powyzsze réwnanie wektorowe rozpiszemy w postaci trzech rownan analitycznych

w prostokatnym uktadzie wspotrzednych



oV, v oV, . oV, +Vz%:%( _lﬁ_l?’ 5.5)
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My +vy Oy +vy My +v, My _ qy Lo [5.6]
ot ox oy 0z p Oy
ov, ov, ov. ov. 1 op

+ + + =g, ———, _
o Yax ey e 1T, % [5.7]

Sa to rownania Eulera .Opisuja one wylacznie ruch ptynu nie lepkiego, poniewaz przy

ich wyprowadzaniu nie uwzgledniliSmy tarcia wewngtrznego.

5.1 Rownania Naviera - Stokesa.

Zasadnicza przyczyna mankamentéw teorii Eulera jest pomijanie lepkosci, jako
nieodlacznej cechy kazdego plynu rzeczywistego. StwierdziliSmy tam, ze podczas ruchu
ptynu lepkiego powstaja naprezenia styczne ,ktoérych wartos¢ mozna okresli¢ za pomoca
niutonowskiego prawa tarcia . Mowiac doktadniej na element ptynu lepkiego w ruchu, oprécz
sit objetosciowych dziataja sity powierzchniowe , ktore maja sktadowa normalng i styczna.
Glegbsza analiza zagadnienia wykazuje ,ze wplyw lepkosci przejawia si¢ nie tylko
w powstawaniu napr¢zen stycznych, ale rOwniez w zmianie wartosci ciS$nienia w porownaniu
z jego warto$cia w ptynie idealnym. Komplikuje to znacznie posta¢ rézniczkowych réwnan

ruchu ptynu lepkiego w stosunku do rownan Eulera .

Przejdzmy do wyprowadzenie rozniczkowych rownan przeptywu lepkiego
przestrzennego. W zwiazku tensora naprgzen 7 .Poniewaz kazdy z tych tensoréw ma szes¢
sktadowych , wigc ogolnie biorac, zwiazki migedzy nimi wymagalyby wprowadzenie 36
wspotczynnikéw proporcjonalnosci. Liczbg ich mozna jednak zredukowa¢ do jednego, jezeli

przejmie si¢ trzy dodatkowe postulaty:

e Plyn jest osrodkiem izotropowym (tzn. wszystkie kierunki w przestrzeni sa

roOwnoprawne).

e Zwiazek migdzy tensorami 7 i & nie zalezy od przestrzennej orientacji uktadu
wspotrzednych.
e Zwiazek ten w przypadku stycznym (v=0), jak réwniez w przeptywie idealnym

musi si¢ sprowadzac do postaci 7 =-pl.



Wszystkie te postulaty, facznie z podstawowym postulatem Newtona o proporcjonalnosci

napre¢zen stycznych do predkosci odksztatcen, spetnia nastgpujacy zwiazek (tensorowy)

T = —( p —gndivvjl +2n¢e [5.8]

Jak wida¢, jedynym wspolczynnikiem proporcjonalnosci (o charakterze empirycznym)

pozostata lepko$¢ dynamiczna 7.
W przypadku plynu niescisliwego (div v=0) mamy znacznie prostszy zwiazek ktorym
bedziemy si¢ dalej postugiwac:
T =—pl+2n¢e [5.9]

Okreslenie sity powierzchniowej, ktora wystgpuje w rdwnaniu hydrodynamiki, wymaga
obliczenia diwergencji tensora 7. Jak wiemy div(pl)=graf p. pozostaje do obliczenia div &

Otoz

diV(‘;:i(l‘gXX +j€XY +k€Xz)+i(i€YX +.j€YY +k8YZ)+
ox y

[5.10]
+i(igzx +je,y +ke,, )= Ofu , 06w | Obp + )+
0z ox oy 0z
Wykorzystujac wzor na predkos¢ odksztatcen kontynuujemy obliczenia:
0
dive =1 i[%j_FLQ %4_& +lg[%+6&j +j.“:
ox\ Ox 20\ 0y Ox ) 20z\ 0z Ox
il Vi, £ O v | Oy | OV +le2vY +1V2vz = [5.11]
2 ox\ ox Oy Oz 2 2
:lvz(ivx + Jjvy +kvz)=lV2v
2 2
A zatem
divt = —gradp +vV*v [5.12]

Whioskujemy stad, ze aby otrzymaé¢ rownanie dynamiki dla cieczy newtonowskie;j,
wystarcz do prawej strony réwnania Eulera doda¢ czlon zawierajacy laplasjan wektora

predkosci. W ten sposob otrzymamy:



% +(v-gradp)v=q - lgma’p +wW [5.13]
t P

Gdzie: v=n/p - lepko$¢ kinematyczna. Jest to rownanie Naiviera — Stokesa, zapisane
w postaci wektorowej. Wraz z réwnaniem ciagtosci div v=0 tworzy ono podstawowy uktad

dynamiki plynow newtonowskich, nie §cisliwych.
{Wstaw spis tresci}

{uzywajac tzw. twardej spacji (Shift+Ctrl 1 spacja) przenie$ pojedyncze litery (i, w, o, z

itp.) do nastepnej linijki}

{Pochyl = kursywa (Ctrl+i) wszystkie wzory i symbole znajdujace si¢ w bezposrednio

w tekscie.}



